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I. Abschnitt. 
: Lineare Gleichungen. 


§ 1. Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 


Die Lésung einer Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten 
- verlangt nichts anderes als eine Division. Denn sind a und | zwei gegebene 
Zahlen und soll eine Zahl x gefunden werden, so dab 


ip sae) 
ist, so heiBt das, es soll « mit a multipliziert gleich — ] sein oder es soll « 
gleich —/ dividiert durch a sein. Wenn die Werte a und J nicht absolut 
genau, sondern nur bis zu einem gewissen Grade der Genauigkeit bekannt 
sind, wie es bei beobachteten Werten meistens der Fall ist, so kann natiir- 
_ lich auch x nur mit einem gewissen Grade der Genauigkeit gefunden werden. 
a 
Wenn z. B. der Wert von / um —~ seines Betrages gréfer oder kleiner 


100 


l 
sein kénnte, wahrend a absolut genau bekannt ist, so wiirde auch « =— 
a 


um 100 seines Betrages gréfer oder kleiner sein kénnen. Wenn anderer- 


y, 


1 
seits 1 absolut genau bekannt ware, wabrend a@ um 99 seines Betrages 
l 


erdBer sein kénnte, so wiirde z = —— um seines Betrages kleiner 
ea a 100 2 
l 99 | le { 


{ . 100 a a  100a’ 
Pai ga. ¢ 


sein kénnen, denn und wenn @ um 


101 seines Betrages kleiner sein wiirde, so wiirde 7 = — 
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. l 101 1 l 4 : 
sein kénnen, denn ——— i TS TOO + 100 a" Indem wir den 
— 101 a 
: ; 4 4 ¢ | 4 
Unterschied zwischen — 99 und —— 100 und ebenso den zwischen 101 und 100 


vernachlassigen, kénnen wir demnach rund sagen, dafi a sich um 
1 Prozent vergréRert oder verkleinert, wenn a sich um 1 Prozent verkleinert 
oder vergrdBert. 

Wenn / und a beide nicht genau bekannt sind, so kénnen die Fehler 
in der Annahme von J und a sich aufheben, sie kénnen sich aber auch 
verstérken. Denkt man sich / um = eroBer und gleichzeitig a um ai 


l 
kleiner, so tritt an Stelle von a der Ausdruck 


=e Spe pelle pee a2 
a TASS, a IOs es 
l ; Uses , 
oder wenn / um TOL kleiner und a um 99 erdBer angenommen wird, 


PAOt ad 499 1 Deck 
a ea 10K ore ee tea 


a a 99 
Vernachlassigen wir wieder den Unterschied zwischen 99 und Too? sowie 
2 ; : 
zwischen —— i01 und. —— Too’ *° k6nnen wir rund sagen, # wird um 2 Prozent 


fehlerhaft sein kénnen, wenn bei / und a Fehler von 1 Prozent méglich sind. 
Etwas allgemeiner stellt sich dieselbe Betrachtung durch die folgende 
Gleichung dar: 


L(t aan PRS 
{ Opie “eee net oes a 


: l l 
Wenn a und f sehr klein sind, so ist — sehr nahe gleich a - — 
a 


ae 
1+ 6 a 


l 
— sehr nahe gleich 6 - und man kann daher sagen, da bei 


p 
+ pa 


Anderung von J um den positiven oder negativen Bruchteil a seines Be- 
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trages und gleichzeitiger Anderung von a um den positiven oder negativen 
a l 
Bruchteil # seines Betrages die Anderung von — den Bruchteil a — 6 
a 


seines Betrages ausmacht. 

Wenn es sich um beobachtete GréBen handelt, so ist in sehr vielen 
Fallen die relative Genauigkeit, mit der 1 und a bekannt sind, gering und 
es wiirde ein unnétiger Arbeitsaufwand sein, die Division mit einer erheb- 
lich gréferen relativen Genauigkeit auszufiihren. 

_ Beispiel: Ein Zimmer soll 50 qm Inhalt haben, wobei es auf 1 Prozent 
d.h.$qm nicht ankommt. Die Breite soll 6.3 m sein, wobei es|auch auf 
4 Prozent, d.h. 6.3 emynicht ankommt. Wie gro® mu& die Lange des 
Zimmers sein ? | 

Die Division braucht héchstens bis zur dritten Stelle ausgefiihrt 
zu werden. 

6.23] 50H 1-704 
44 
59 
567 


23 


(Es ist 7.94 geschrieben, weil die Differenz zwischen 6.3 x 4 und 23 ge- 
ringer ist als die Differenz zwischen 6.3 x 3 und 23.) Eine genauere Aus- 
fiihrung der Division hat gar keinen Zweck,) weil, wenn Zahler und Nenner 
um 1 Prozent andere Werte haben kénnen, so kann der Quotient sich um 
2 Prozent, d.i. um 0.16m dndern. Es wiirde im allgemeinen auch wohl 
das Resultat 7.9 vollig ausreichen. 

Der Rechenschieber *) in der handlichen Gré8e, wie er gewohnlich 
ausgefiihrt wird, erlaubt die Ausfiihrung der Division etwa auf 4 Prozent, 
was in sehr vielen Fallen véllig ausreicht. Eine vierstellige Logarithmen- 
tafel 1a8t sich bequem auf eine Quartseite drucken, so da kein Blattern 
zur Auffindung der Logarithmen oder der Numeri notig ist. Der Fehler 
des Logarithmus von Zihler und Nenner betragt héchstens eine halbe 
Einheit der vierten Dezimale, der des Quotienten daher héchstens eine 
Einheit der vierten Stelle. Dem entspricht ein Fehler im Numerus von 
etwas weniger als } Promille. Selbst wenn die GrdSen a und J also 
bis auf etwa <1 ihres Betrages bekannt waren, wiirde es allenfalls 
noch ausreichen, den Quotienten mit vierstelligen Logarithmen aus- 
zurechnen. 

Nur ist zu bemerken, da man gern so genau rechnet, dafs die bei 

*) Der Gebrauch des Rechenschiebers muf am Instrument selbst gelernt werden. 


Daher ist hier auf eine Beschreibung verzichtet. 
1 * 
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der Rechnung vernachlassigte Abweichung erheblich kleiner ist als die 
durch die Unsicherheit der Daten verursachte Unsicherheit des Resultats. 

Unter den gemachten Annahmen wiirde die bei der Rechnung ver- 
nachlassigte Abweichung gleich dieser Unsicherheit sein. 


§ 2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten. 


Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten lassen sich auf © 
Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten zuriickfiithren. Es 
seien a, b,1,; dy) byl, gegebene GréSen und es sollen die Unbekannten 
x und y so bestimmt werden, dab gleichzeitig 


act+bhy+l=0 
a,%+ boy +l, =9, 


: ; = aCe 
so kann das in der Weise geschehen, dal} man die erste Gleichung mit — 
a 

multipliziert und von der zweiten Glied fiir Glied abzieht: 


a a 
Oe bt 0, Ys 0 
ay ay 


pee ee =i) 0 
(2 iy + (l ees ce : 


Es entsteht so eine neue Gleichung ersten Grades, die die Unbekannte 
x nicht mehr enthalt, aus der man also y durch Division findet.' Setzt 
man diesen Wert von y in eine der beiden zuerst gegebenen Gleichungen 
ein, so ergibt sich eine Gleichung ersten Grades fiir x allein. Setzt man 
den Wert von y in die andere Gleichung ein, so muf sich derselbe Wert 
von x ergeben, was eine Kontrolle der Rechnung ermdglicht. 

Ist die Genauigkeit des Rechenschiebers ausreichend, so la8{t sich 
die Berechnung der Unbekannten sehr bequem bewerkstelligen. Stellt 
man némlich auf dem Rechenschieber die beiden Gréfien a, und ag, die 
eine auf der festen, die andere auf der beweglichen Skala einander gegen- 
iiber, so sind alle einander gegeniiberstehenden Zahlen in dem Verhaltnis 


arate : Bs Qs as 
@, id. Den Groen b, und 1, werden also die GréBen —b, und —l, 
ay ay ¥ 


gegentiberstehen, die man auf diese Weise durch eine einzige Stellung des 
Schiebers ermittelt. Hat man alsdann durch Gegeniiberstellung von 


oa dy . : 
eras und b,—-—b, den Wert von y gegentiber der 4 der einen 
1 ay 
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2 Skala abgelesen, so kann man sofort mit der gleichen Stellung des Schiebers 
die Werte von 6,y und b,y ablesen, die in die gegebenen Gleichungen 
 +-eingesetzt, die beiden Gleichungen fiir x liefern, die auf denselben Wert 
von & fihren miissen. . 


Beispiel: 342 a 43.0 == 0) 
1.2¢—3.5y+2.2=0. 


Um alles iiberfliissige Schreiben zu vermeiden, setzt man nur die 
& Koeffizienten selbst hin und lat bei der durch Multiplikation mit es 

Ci 
erhaltenen Gleichung das Glied mit x ganz weg, das ja doch bei der Sub- 
 traktion wegfallt: 


See tA 35 
Ome e 3 Fa 9,9 
+ 1.63-— 1.36 


—513 + 3.56 y= + 0.692 


3.4 —0.59 w«=+ 141.90 (aus der ersten Gleichung). 


£2 Os gp = + 1.92 (aus der zweiten Gleichung) 


Mit vierstelligen Logarithmen wiirde man etwa so rechnen. Zunachst 
wiirde man die Logarithmen der Koeffizienten der ersten Gleichung hin- 


~ schreiben: 
0.4914 0.6232 0.5441,, 
dazu den Logarithmus des Koeffizienten von « in der zweiten Gleichung 
a aan eats 
0.0792. Nun ist, um mit — zu multiplizieren, die Differenz 0.4914 — 
ay 


~ 0.0792 = 0.4122 von den Logarithmen von b, und 1, abzuziehn: 


Rear G elde WR a 2 


~ Dazu die Numeri 
A626 29= = SOD: 


Diese sind von 6, und /, abzuziehen 
— 5.126 + 3.555 


- Die Rechnung kann nach dem folgenden Schema ausgefiihrt werden: 
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0.4914 0.6232 0.5441, 
0.0792 0.4122 0.4122 


0.4122 0.2110 0.1319, 
° 1.626 —1.355 
— 3.5 + 2.2 


—5126 + 3.555 
Aus den letzten beiden Zahlen ergibt sich y: 
log 3.555 = 0.5508 
log 5.426 = 0.7098 
log y= 9.8440 y = 0.6934 
Mit dem gefundenen Werte wird dann auf doppelte Weise 2 gefunden: 


log b, : 0.6232 log b, : 0.5441, 
log y : 9.84410 log y : 9.8410 


0.4642 0.3851, 
Oey 2 a ed 
lL, = —3.5 = + 2.2 
— 0.588 — 0.227 
9.7694 9.3560 
log a, =.0.4914 ~—log-az = 0.0792 
9.2780 9.2768 
t= 01897 t= 04851 


Man beachte, da8 die Ungenauigkeiten, die durch die bei der Rech- 
nung vernachlissigten Stellen entstehen, erheblich gré®er werden kénnen — 
als die Genauigkeit einer einzelnen Multiplikation oder Division. So ist 
z. B. bei der mit dem Rechenschieber ausgefiihrten Rechnung das Produkt 
bs y = — 2.43 auf 4 Prozent genau, aber bei der Summe /, + bd, y = — 0.23 
wird der Fehler relativ viel gréfer, woraus sich die Abweichung zwischen 
den beiden Werten von x erklart. Es kann in solchen Fallen notwendig 
werden, die Rechnung mit mehr Stellen durchzufihren, als fiir das Resultat 
erforderlich sind. Man erkennt das erst im Verlaufe der Rechnung und 
mu daher unter Umstanden dieselbe Rechnung wiederholen. 

Von der durch die Abkiirzung der Rechnung eingefiihrten Unsicher- 
heit ist wohl zu trennen die Unsicherheit, die durch die Ungenauigkeit 
der Koeffizienten entsteht. Wenn z. B. J, = 2.2 nur auf eine Einheit der 
a = 3.56 auch nur auf eine Einheit 

1 
der ersten Dezimale sicher, also auf etwa 3 Prozent. Und der Wert von y 


ersten Dezimale sicher ist, so ist 1, — 
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wird auch nur auf 3 Prozent sicher, d. h. auf etwa 0.02. Und wenn nun 2 
wieder mit Hilfe dieses fiir y gefundenen Wertes berechnet wird, so wird 
b, y um 3 Prozent unsicher, d. i. um etwa 0.09, mithin 1, — }, y um etwa 
15 Prozent und daher x auch um 15 Prozent. Man kénnte die Unsicherheit 
von x auch unmittelbar finden, indem man aus den beiden gegebenen 
Gleichungen nicht erst y berechnet, sondern unmittelbar eine Gleichung 


b eras 
fiir @ ableitet, indem man z. B. die erste Gleichung mit — multipliziert 


mt De 
von der zweiten abzieht. Man erhalt auf diese Weise die Gleichung fiir x: 
Dy by 
(a. —ja:)e+(4— 54) =0 12 49.9 
Bs roa a ES a 
Soa et epee S18 07D 


ge) TOT: 


b 
Ein Fehler von J, um 0.1 ergibt auch einen Fehler von J, =e 
1 
um 0.4, d. i. um 14 Prozent, also auch einen Fehler von x um 14 Prozent, 
also um 0.027. 


Von den verschiedenen Méglichkeiten, wie man die Werte von # und y 
finden kann, wird man unter Umstanden gewisse bevorzugen. 
So kann man z. B. um y zu berechnen, sowohl die erste Gleichung 


., 42 Se oe é : : : : f 
mit — multipliziert von der zweiten abziehen, wie auch die zweite mit 
a 


a . . 
ae multipliziert von der ersten abziehen. Im ersten Falle erhalten wir 
a 


2 
fir y die Gleichung: 


im zweiten Fall: 


a é : 2 é : 
Ist — klein, so wird man in der Regel die erste Art vorziehen. 
ay 


Denn es werden dann, auSer wenn b, und 1, gro gegen b, und I, sind, die 


a a ; 
Produkte 6, und — 1, nur kleine Bruchteile von b, und J, sein. Man 
ay a 


a a : 
braucht also die Produkte by und — hy nur auf sehr wenig Stellen 
J 1 
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auszurechnen, wahrend dennoch die relative Genauigkeit von (0. pages = a :) 


ae ; 
und (1 — grok} ist. 
ay 


eas ba + 3.3y —5 =0 
az —43y +3.7=0 
55 CP pee ae 
eee ee wy 
a ee rae 0.8695 
— 4.3 + ald Se AEG . JO. 


Wollte man gee die ae Art der Rechnung anwenden, so 


miibten die Produkte — mae ‘anaes —1, auf 4 Stellen ausgefiihrt werden, 
as 
um fiir y die gleiche Peta zu erhalten. 


f —4.3 + 3.7 
oi) + 3.3 —5 
— 236.5 + 203.5 


2085 
239:8. — 208) vy 


2398 


= 0.8695. 


Fiir die erste Art der Rechnung wiirde die Genauigkeit des Rechen- 
schiebers vollkommen ausreichen, um Zahler und Nenner von y zu finden, 
fiir die zweite dagegen nicht. 

Will man ferner mit dem gefundenen Werte von y den Wert von x 
berechnen, so ist es vorteilhafter, sich der ersten Gleichung zu bedienen, 
in der a, groB ist gegen ad, vorausgesetzt, dai nicht etwa zugleich b, grofi 
ist gegen by. 

Denn wenn bei Benutzung der ersten Gleichung b,y mit einem 
Fehler behaftet ist, so wird er bei der Berechnung von x durch a, dividiert, 
wahrend bei Benutzung der zweiten Gleichung der Fehler von 6, y durch 
das kleinere a, dividiert wird. In dem obigen Beispiel ergibt sich mit 
dem Rechenschieber aus der ersten Gleichung 


9 


yf = 0.87) Oko = 2 eee se 
Bei Pequaung der zweiten Gleichung dagegen gibt, der Rechen- 
schieber 4.3 y = 3.74, x = 0.04. Im ersten Falle kann man also mit dem 
Rechenschieber den Wert von «x auf etwa 4 Prozent genau finden, im 
zweiten Falle dagegen weitaus nicht so eat 
Im zweiten Falle gentigt es nicht, den Wert von y nur auf etwa 


= 0.0388.: 


\ . ‘ : 
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= 1 Prozent zu kennen, um den Wert von x etwa mit derselben relativen 

_ Genauigkeit zu berechnen. 
Die GroBenunterschiede der Koeffizienten a, und a, kénnen so grok 

3 : ; a a . 
sein, dah by und = hy gegen b, und /, tiberhaupt nicht in Betracht 
a 1 1 

kommen. Dann hatte man fiir y einfach die Gleichung b, y + 1, = 0 zu 
setzen, mit anderen Worten, man kénnte das Glied a,x in der zweiten 


: ‘ ‘ b b 
_ Gleichung vernachlassigen. Ist zugleich ze so klein, daf ae gegen 1, 
2 2 


: - nicht in Betracht kommt, so ergibt sich a, «+ 1, =0, d.h. es kann in 
_ der ersten Gleichung das Glied mit y vernachlassigt werden. 


: Lob: 423 2% — y +53=0 
: 05a + 201y —47 =0. 
Die Werte z as 0.43 und a 0.23 ' d Nah 
1e Je gereay Ly ae ea un Y = 9, = 0.28 sin ahe- 


rungen der Losungen. Man kann diese Naherungen benutzen, um ge- 
_nauere Werte zu finden. Indem man den Naherungswert von y in die 


2 52.77 
erste Gleichung einsetzt, ergibt sich aay Doe und indem man den 
; oO 
Naherungswert von x in die zweite Gleichung einsetzt, ergibt sich 
47.215 : 
I= oH, (verg]. Abschnitt III § 12). 


4 


: Es kann vorkommen, dafi in den gegebenen Gleichungen a, und a, 
a keine wesentlichen Gréfenunterschiede zeigen, dal aber auf leichte Weise 
aus den beiden gegebenen Gleichungen eine dritte abgeleitet werden kann, 
in der-der Koeffizient von w sehr klein gegen a, oder a, ist und die dann 
mit einer der beiden gegebenen Gleichungen bequem zur Berechnung 
verwendet werden kann. Ist z. B. a, nahezu gleich aj, so kann man die 
Differenz der beiden Gleichungen bilden. 


7; B. 1232 —dly +37=0 
as 122% +43y —22=0 
eo 2 —9hy +59=0 
F (War psaese sy 37 
: f° 94 59 

Oe 


—. Be 68 B87 = y= 0.607. 


 Zugleich gibt die Summe der beiden Gleichungen 
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W5ae—B8y +15 =0 
Sy — 5.016 =0 
9.984 


Ebenso wenn a, nahezu gleich 2 a, ware, so konnte man die zweite Gleichung 
mit 2 multipliziert von der ersten abziehen und so eine Gleichung erzielen, 
in der der Koeffizient von z klein ist. 

Unter Umstanden kann es auch zweckmafig sein, statt einer der 
beiden'Unbekannten eine Kombination der beiden einzufiihren. Ist z. B. 
b, nahezu gleich a, so kann man x + y = y’ setzen und hat dann 


(a, —b,)e+ by’ +1=0 
(a, —b.) & + bay’ + I, = 0. 


dy, — by 


Jetzt ist ag — b, klein, und man kann die erste Gleichung mit - b 
1 aed 


multipliziert von der zweiten abziehen und kann dabei die Rechnung auf 
wenige Stellen beschranken. 
Z; B. 5224¢—177y— 66=0 
433 «+ 431 y + 103 = 0. 


Daraus fir 7+ y=y’ 


6992 —177y' — 66=0 
2x +431y’ +103=0 
es — 0.19 7 103.19 
AOL oA 103.49 USE? Se cea 0.239 
— 66 
—177y' = + 42.3 
— 23.7 
237) 
t= Re + 0.0340 
y = — 0.273. 


Man kann durch Eimfihrung einer neuen Veranderlichen auch die 
Losung der Gleichung finden. 
Es sei namlich «+ ky = 2’, dann ist 


a,x’ + (bh; —ka)y+l=0 
doz’ + (bo —ka,)y +1, = 0. 


b 
Wird nun k = = gesetzt, so fallt y aus der ersten Gleichung heraus 
aL 
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l 

und man hat w’ = ae Dieser Wert wird in die zweite Gleichung ein- 
at! 

gesetzt, die alsdann in eine Gleichung fir y iibergeht. 


(0 * aa) l 4 )=0 
Neyo y+(h—F a Sa Awe 
by 


Nachdem auch y gefunden ist, hat man a = 2’ Pras 
1 


Es kommt die Aufgabe vor, da8 zwei Unbekannte x und y die L6- 
sungen zweier Gleichungen 


a4¢--b,y¥+1,=0 
a,% + b,y +1, =0 


sein sollen, fiir welche der Wert U einer linearen Funktion a; x + b; y + l; 
berechnet werden soll. Dies kann auf folgende Weise bequem ausgefiihrt 


a 
werden. Man zieht die linke Seite der ersten Gleichung mit — multi- 
- ay 


a 
pliziert von der linken Seite der zweiten ab und mit = multipliziert 
a 


1 
von der linearen Funktion a,x + 6;y +1, ab. Dadurch wird der Wert 
der letzteren nicht geandert; aber das Glied mit # fallt dadurch fort und 


wir erhalten 
ay tae 
See < a "( 


as as 
a at 


Der Abkiirzung wegen moge geschrieben werden 


by +1,'=0 
bye Ieee U. 


y 


b 
Nun wird die linke Seite der Gleichung 5,’ y + /,’ mit - multi- 


! 
2 


pliziert von b,’y +1,’ abgezogen, wodurch wiederum der Wert dieser 
GroBe nicht geaindert wird. Dadurch wird auch das Glied mit y fort- 
geschafft und man erhalt den Wert von U: 


bs’ 
I , Ec eae os = 
3 pe ls U 
1 , 
Zugleich ist y = eae und durch Einsetzen dieses Wertes findet 


2 
man, wie oben angegeben ist, den Wert von a. 


Die Rechnung geschieht aweckmabig na 


= ay ‘a by = dy 


Beispicl: 
443¢@— 27y4+ 154=0 
(4a + 13.5y—11.2=0. 
19.22 —10.8y + 12.6 =U 
(13 ee oie 


7 S48 5S So 
— 44° +933 


49°97 2403 2 ADG 
— 46 +262. — 
1762) 
26 6 
Eat) 
295 3: 


fine andere Art, dieselbe Aufgabe zu lésen, ist die folgende. ‘Ss 
ha 


* ; b : 
- werde die neue Veranderliche # = % + se y eingefiihrt. Wir er 
> 1 _ E: ot 


me dann : 
sa8 a,x fh = 0- 


: + 
dy +(m, —2a}y +h = 0 
: : 


caer teh 
age’ +(0,— ashy +1 =U 
a 1 


Wird dann statt 2’ wieder eine neue Veranderliche a!’ =; 
+ / ; = 


— eingefiihrt, so ergibt sich “ 


i :* 5.2" + eae sale . ‘ ; “ nize a 
Se ee es Sar Og erg U, iB 


e wie oben 0,’ fiir 6, —— a,b,’ fiir bj —— a3, 1,’ fiir 1, —— do, 
- 5 3 ay + 5 ay * . ay ate: a0 


ees a; geschrieben ist. Da nun w’’ infolge der ersten Gleichung 


nea hy 


0 toe 
U. a 


I 


bel y + lh! 


‘| 


pa 


i, - eingefiihrt, 


id nun fiir y die neue Veranderliche y’ = y + —; 


i (bo — O vorausgesetzt) y’ Null sein mu, so folgt. : 
a ben : : ¢ ges 
ae 
re : 


ir. £5 


‘Zugleich ergibt 
b 


sich y = und daraus. 


y + a’. Die Rechnung kann nach folgendem Schema ausgefiihrt. 


21 y + 15.4 =0 
1740 + 13.5 y—11.2 =0 Xe 
ree 1087 ATG Uo a es 25 
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Ate os 15.4 | | 

17.4 | +43.5 | —411.2 || 17.59 —34.5 
— 4,09 | + 23.3 

19.2. | 40.8 | +. 42:6 |, —6,24 —413%5 96.7 
— 459 | + 26.1 412.2 | 


Man erkennt, daB das Schema dieser zweiten Rechnungsart in das 
Schema der ersten iibergeht, wenn die Kolonnen mit den Reihen ver- 
tauscht werden, d. h. wenn man die 9 Koeffizienten so schreibt: 


Sse Ta SRT 
ly l, ls 


Daraus ergibt sich der Satz, da® der Wert von U derselbe bleibt, 
wenn man statt der drei gegebenen Gleichungen schreibt: 
a,¢2+a,y + ag=0 
bbe bo yi bei 0 
hao+ hy + l= U, 
die Werte von « und y dagegen bleiben im allgemeinen nicht dieselben. 
Zur Kontrolle der Rechnung kann man sich des folgenden Ver- 
fahrens bedienen. Bezeichne s, die Summe a, + 6, +1,, s, die Summe 


. . a 
a, + b, + 1,, s3 die Summe a, + b, + l;, so wird offenbar s, = Soe 
1 


a 
3 5 
+ 1,’ und sz ee b,’ + 1,’.. Wenn man also zu den drei Kolonnen 
; 


noch als vierte s,s. s3 hinzufiigt 


ay by l, Sy 
Aly bs & So 
aly bs le ye 


und hier dieselben Rechnungen wie oben vornimmt, d.h. das Glied s, 


; ., a See ; Nee 
der ersten Reihe mit — multipliziert von sz abzieht und mit — von sz 
ay ay 
abzieht, so erhalt man 
/ / , 
by ip cS 
/ / , 
bs fs Se 


ae si ay 5 tls : 

Dabei ist s,’ fiir $2 si Si und s,. fur See geschrieben. 
1 1 

Jetzt muf wieder 0,’ + 1,’ =,’ und 6,’ + 1,’ = 5s,’ sein und daher 

b , I 

3 


by 


/ 


$3 — 7 8,’ = 1,’ ——I1,'. Rechnet man also weiter, indem man die 


§ 2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten. 15 


Reihe 0,’ 1,’ sy’ mit ei multipliziert von der nachsten Reihe abzieht, 
; 2 


so mu sich zweimal derselbe Wert U ergeben. 


Beispiel: 438e— 27y+154=—0 
ATA @ + 13.5:y 411.2 = 0 
1972 = A038 ye 2.0 =U 


Woes SO al yee EL) 
ATA PAB.58 44D 44 
esi R 93°30 721: BG 3 
19. 10.8" 542-6 4.01.0 
oe 46. 96.2 1240.8 
+147.6 —345 —169 

eG Qe M640 8 
EH eB O 

Bg = 95 8 


Dieselbe Kontrolle laf{t sich nattrlich auch bei der zweiten Art der 
Rechnung anwenden. Es treten dann nur die Summen der Glieder einer 
Kolonne an die Stelle der Summen der Glieder einer Reihe. 

Bei allen diesen Rechnungen ist vorausgesetzt, daB weder a, noch 

Cre ne 

b,’ verschwindet. Denn sonst konnte man die: Divisionen S und a 
1 2 

nicht ausfiihren. Gesetzt nun, es ware a;=0 aber b,'=0, so wiirde die 


ji 
Gleichung, welche entsteht, wenn man die erste Gleichung mit = multi- 
nl 


pliziert, von der zweiten abzieht, in /,’ = 0 tibergehen. Nur wenn diese 

Bedingung /,' = 0 erfiillt ist, wiirden also Werte von x und y existieren, 

die gleichzeitig die beiden Gleichungen hefriedigen. Ware 0b,’ = 0 und 

I,’ => 0, so wiirde das heiSen, da die Annahme der Existenz von Werten 

fir 2 und y, die den beiden Gleichungen geniigen, auf einen Widerspruch, 

fiihrt. Man erkennt das am besten, wenn man wie oben die Veranderliche 
b l 

Det =| ty + — einfiihrt. Dann nehmen die beiden Gleichungen, 
ay ay 

wie oben gezeigt, die Form an: 


und wenn b,' = 0 ist: 


' 
) 
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Ist J,’ > 0, so enthalten die beiden Gleichungen zwei einander wider- 


sprechende Forderungen. Die erste enthalt die Forderung x’ = 0, die 
1 , 
zweite die Forderung x’’ = i Ist dagegen /,’=0, so enthalten 
2 
beide Gleichungen dieselbe Forderung «'’ = 0 und man kann daher die 
zweite Gleichung ganz aufber Betracht lassen. In diesem Falle hat man 
es also nur mit der Gleichung x'’ = 0 oder 
5h 4k 
CS SY 
ay ay 


zu tun. Die Werte von x und y sind nicht bestimmt. Man kann y ganz 
beliebig annehmen und « demgemab berechnen. Ist die Voraussetzung 
a, = 0 nicht erfiillt, so kénnte man die zweite Gleichung a, x + by y + 1, — 
= 0 mit der ersten vertauschen; dann wiirde in dem Rechnungsschema 
ad, an die Stelle von a, treten und zugleich 0, 1, an die Stelle von d,, 1,, 
und die Rechnung lieBe sich ausfithren, wenn nicht a, auch gleich Null 
ware. Das aber kann als ausgeschlossen gelten. Denn wenn a, und 
a, beide Null waren, so wiirde das bedeuten, da die Gréfe x in den 
beiden Gleichungen iiberhaupt nicht vorkommt. 


Beispiel: 17¢2—A3y+45=0 
—3444+26y —23 =0. 


Diese Gleichungen enthalten einen Widerspruch. Wird die erste 
Gleichung mit — 2 multipliziert und von der zweiten abgezogen, so er- 
gibt sich 

6:7 = 0: 

Wenn wir dagegen schreiben 


17¢—13y+45=0 
—34x4 + 2.6 y —9.0 = 0, 
so erhalten die beiden Gleichungen dieselbe Forderung 
53 ee 
ee WEEE 
Statt die beiden Gleichungen zu vertauschen, wenn a, = 0 sein | 
sollte, kann man auch w und y ihre Rollen vertauschen lassen, d. h. man 
kann die beiden Kolonnen vertauschen. Dann tritt 6, an die Stelle von a, 
und man kann den Fall, da®B mit a; = 0 auchb, = 0 ware, als ausgeschlossen 
betrachten. Denn es hieSie, dai in der ersten Gleichung die Unbekannten 
iiberhaupt nicht enthalten sind. Die Gleichung miifte sich dann aufl, = 0 
reduzieren und wiirde, wenn wie hier J, als feste Zahl vorausgesetzt wird, 
entweder einen Widerspruch oder eine Identitat (0 = 0) enthalten. 


§ 2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten. C7 


Man kann den drei Gleichungen 


ajx+b,y+1,=0 
ax+tbyt+l1,=0 
a;¢+b,y +1, = U 


geometrische Bedeutungen beilegen, wenn man x und y als Koordinaten 
in einer Ebene deutet. Die beiden ersten Gleichungen sind die Gleichungen 
zweier gerader Linien. Die gemeinsame Lésung liefert die Koordinaten 
des Durchschnittspunktes der beiden Geraden. Setzt man diese Ko- 
ordinaten in die linke Seite der dritten Gleichung ein, so hat auch U eine 
geometrische Bedeutung. Man denke sich auf der Geraden, deren Gleichung 
ad; % + b;y +1, = 0 ist, eine Strecke A B abgetragen, deren Projektionen 
auf die Koordinatenachsen gleich 6, und — az sind; dann ist, wenn S den 
Schnittpunkt der beiden ersten Geraden bezeichnet, der Wert von U 
gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks A BS. Dabei haben wir den 
Inhalt des Dreiecks positiv oder negativ zu rechnen, nach folgender Mab- 
gabe. 

Wir unterscheiden die beiden Seiten der dritten Geraden als positive 
und negative Seite. Die positive Seite ist diejenige, welche zu der Strecke 
' A B so liegt, wie die Seite der positiven y zu der positiven Richtung der z. 
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist dann positiv oder negativ, je nachdem S$ 
auf der positiven oder negativen Seite der dritten Geraden liegt. Oder 
mit anderen Worten U ist das Drehungsmoment einer Kraft A B in Bezug 
auf den Durchschnittspunkt der beiden ersten Geraden je nach dem 
Drehungssinn positiv oder negativ gerechnet. 

Seien namlich x, und y, die Koordinaten eines Punktes A einer 
Geraden, deren Gleichung 

axz+by+c=0 
ist, so hat man 
at, +by,+¢c¢=0. 


Sind nun 2, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes P, der nicht 
auf der Geraden zu liegen braucht, so kann man in dem Ausdruck 
az -+ by +c den Wert von c durch — az, —b y, ersetzen und hat daher 


ax+byte=a(e#—2x,) +) (y—y,). 


Tragt man von A aus eine Strecke A B ab, deren Projektionen b, — a 
sind, so ist a (x —2,) + b (y — y,) das Drehungsmoment einer Kraft A B 
in Bezug auf den Punkt P. Man erkennt dies bei rechtwinkligen Koor- 
dinaten sofort durch Einfiihrung des Winkels (A B), den die Richtung A B 
mit der z-Achse macht, und des Winkels (A P), den die Richtung A P 
mit der z-Achse macht. Die Winkel werden von der Richtung der positiven 
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x-Achse nach der Seite der positiven y beginnend von 0 bis 360° gezahlt. 
Es ist dann 
b=ABcos(AB), —a=ABsin(A B) 
x2—2,=APcos(AP) y—y, =A Psin (A P) 


und daher 
a («—2%,) +b (y—y,) =AB-AP-sin ((A P)—(AB)). 


Die Bedingung b,’ = 0, welche, wie wir oben fanden, bedeutet, 
daf die ersten beiden Gleichungen entweder sich widersprechen oder 
dasselbe besagen, hat die geometrische Bedeutung, dab die beiden Geraden 
einander parallel sind oder zusammenfallen. 

U =0 bedeutet, dafi die dritte Gerade durch den Schnittpunkt 
der ersten beiden geht. 


§ 3. Lineare Gleichungen mit mehr als zwei Unbekannten. 


Sind mehr als zwei Unbekannte vorhanden, so laBt sich die Rech- 
nung in analoger Weise durchfiihren. Es soll hier nur noch fiir drei Un- © 
bekannte geschehen, da man unmittelbar sieht, wie sich der Fall von 
beliebig vielen Unbekannten gestaltet. Dabei werde gleich der Wert einer 
vierten linearen Funktion der drei Unbekannten mit bereclhinet. 


a,¢+b,yt+oq2+1h=0 
dgt+ boy +ez2+1l,=0 
adgx+bsy+ezz2+1,=0 
ae+byytoastl, =U. 


Von den Groen a,, dy, a3 kann mindestens eine als von Null ver- 
schieden vorausgesetzt werden, weil sonst x in den drei Gleichungen gar 
nicht vorkommen wiirde, also auch nicht berechnet werden kann. Wir 
denken uns eine Gleichung an den Anfang gestellt, in der der Koeffizient 


: ; : ; ., Gs 
von « von Null verschieden ist. Dann werde die erste Gleichung mit — 
ay 


ae : e zoos 
multipliziert, von der zweiten Glied fiir Glied abgezogen, mit — von 
aly 


3 ., G4 : : oes j 
der dritten, mit — von der vierten. Auf diese Weise entstehen drei neue 
ay 


Gleichungen, die so bezeichnet werden médgen: 
Dy Yo Ce BA be ==) 
bs, y + cs 2+ 1,’ =0 
by’ Yy — Ci: v4 -- a == U. 
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Ist von den Gréfen b,', b,’ mindestens eine von Null verschieden, 
so denke man sich die betreffende Gleichung vorangestellt, so da® also 
b,’ => Oist. Sind dagegen db,’ und b,' beide Null, so lasse man y und z ihre 
Rollen vertauschen, so dai die dritte Kolonne an Stelle der zweiten tritt. 
Wenn nicht zugleich c,’ und c;’ verschwinden, so laf8t sich demnach immer 
~erreichen, dai der Koeffizient des ersten Gliedes in der ersten dieser drei 
_. Gleichungen nicht verschwindet, und es ist daher keine Beschrankung der 
Allgemeinheit gleich 6,’ als von Null verschieden vorauszusetzen. Sind 
aber die vier GréBen by’, ¢.', bs’, cs’ Null, so enthalten die beiden Gleichungen 
1,’ = 0 und 1,’ =0 entweder einen Widerspruch oder eine Identitat, je 
-nachdem die Zahlen J,’ und /;’ Null sind oder nicht. Im letzteren Falle 
gibt es keine Lisung der drei gegebenen Gleichungen, im ersteren Falle 
sind die zweite und dritte der gegebenen Gleichungen eine Folge der ersten, 
und es haben daher y und z ganz beliebige Werte, zu denen das w immer 
passend bestimmt werden kann. 


Ist 6,’ =>0, so werde die Gleichung 0,’ y + ¢,'2-+ 1,’ =0 einmal 


4 b 
F mit i multipliziert, von der zweiten Gleichung abgezogen und einmal 
2 


/ 


b 
mit a multipliziert von der dritten. Auf diese Weise entstehen zwei 
2 : 
neue Gleichungen, die so bezeichnet werden mdéogen: 
As Z + i — @) 
Cae Zz + Pigs — gir 


Ist c,/’ = 0, so enthalt die erste Gleichung einen Widerspruch oder 
eine Identitaét, je nachdem die Zahl J,’ von Null verschieden oder gleich 


Null ist. 


Im ersten Fall ist es nicht méglich, die drei gegebenen Gleichungen 
durch dasselbe Wertepaar zu befriedigen. Im zweiten Fall ist die Gleichung 
bs’ y + c,/z2+1,,=0 eine Folge der Gleichung b,’ y + ¢,' 2+ 1,’ = 0. 
Der Wert von z bleibt alsdann ganz beliebig und man kann die Werte von 
x und y immer passend so bestimmen, um den drei gegebenen Gleichungen 
zu genugen. 

' cae orig 
Ist c'’ > 0, so werde die Gleichung c,’’ z +- 1;'" = 0 mit an multi- 
3 
pliziert und von der zweiten Gleichung abgezogen. Dann ergibt sich 


zugleich ist 
o* 
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he 
6 Se mr 
C3 
5. ie 
Yp== 73 , 
" ear 
by Cy ly 
Ysa aca eon a 
Beispiel: 256 a + 146 y — 105 z + 354 = 0 


146 x + 346 y — 1242 + 223 =0 
— 105 x —124 7 + 3392— 13=0 
4+ 3544+ 223y— 1324+569=U 


46 —105 +354 + 51.3 
346 —124 +223 — 290 x=—1.47 
+ 83 — 60 +202 +4 354 
—105 —124 +339 — 13 +4 376.3 
— 60 + 43 —145 
+ 354 + 223 — 13 + 569 
+ 202 —145 + 490 


S968 TOL eee eS : 
=" 64 +. 9965) 439) 23 ie a Se ie 
6 cia 52.3 
Ste ais 1a) eg 
pat Ips Sate 
S980 H42137 z= — 0.489 
Se Va Ly 
AAG] 
+ 10 


Die Koeffizienten bilden in diesem Falle ein sogenanntes symmetri- 
sches System, d. h. ein solches, das bei der Vertauschung von Reihen und 
Kolonnen ungeandert bleibt. Man sieht sogleich, da auch die abgeleiteten 
Koeffizienten : 


ebenso wie 


‘ ‘ A : ds 
symmetrische Systeme bilden miissen. ;Denn es ist z. B. bs’ = bs; ——)y, 
ay 
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é a 

, 2 

Ca = 6, — — Gj: Da 0, = Cg, ds = cy, b; = de, so muB 6,’ = c,' werden. 
Cie 

Man kann daher, um Wiederholungen zu vermeiden, die zweimal vor- 


kommenden Koeffizienten nur einmal schreiben 
/ , t 
by’ Cy I, 
Gs ben 
Vi 
und ebenso 
tr wt 
Cae. 
idee 


Anstatt mit den Reihen kann man auch mit den Kolonnen operieren. 


; Ue Se 
Man fiihrt zuerst statt 2 die neue Veranderliche x’ = « + = yem. Da- 
ay : 


durch verandert sich die zweite Kolonne und man erhilt: 


Got: +¢e2+1,=0 
a, x’ + bo yt+c.2+1,=0 
a; xv +b,’ y+c¢,z2+ 1, =0 
ax +b ytaztl=U. 


rs * : ~ : Cy 
Fir a’ fiihrt man dann die neue Verdnderliche 2’ = #’ + —z und 
ay 


l 

: 1 : : : : 

endlich 2’’’ = #'’+— ein. Dann ergeben sich die Gleichungen 
ay 
ay a= = 0 


ap vw” + bo y+ ¢, 2+ 1,°=0 
ag x" + be’ y + ¢3) 2+ 1,/ = 0 
at’ +b, yo, 2-1," = U. 

Da a, von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist infolge der 
ersten Gleichung z’’’ = 0 und die tibrigen enthalten dann nur die beiden 
Veranderlichen y und z, mit denen man gerade so verfahrt, wie oben fiir 
den Fall zweier Verdnderlicher auseinandergesetzt wurde. Die Rech- 
nung mit den Kolonnen fiihrt also durchaus auf dieselben Koeffizienten 
wie die Rechnung mit den Reihen, und es zeigt sich auch im Falle mehrerer 
Veranderlichen, da& der Wert von U derselbe sein mufb, wenn man die 
Kolonnen und Rejhen vertauschend schreibt: 


a4¢+aytazt+ta=0 
b,7+bo,y+6,2+b, = 0 
qttoyteozte =0 
Lethy +i42+h, = U, 


obschon die Werte x, y, z im allgemeinen nicht dieselben sein wiirden. 
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Bei der Rechnung mit den Kolonnen ergeben sich die Unbekannten aus 
den Relationen 


m 1 gs ly 

cg te cae” i elie gees oat 
ay ay ay 

Mt Cy. l,' 0 

7] ee Ee 

fo a4 
c 


Bei beiden Verfahren, mit den Reihen und mit den Kolonnen, kann 
man wieder, wie oben fiir den Fall zweier Verdnderlichen auseimander- 
gesetzt ist, eine Kontrollrechnung durchfihren, indem man die Summen 
der Glieder der Reihen oder der Kolonnen bildet und mit diesen die analogen 


Rechnungen durchfiihrt. Aus s, sy s3 5, entstehen dann die Gréfen s,s3' 84’, 


Qs, 4 = : 
WO S9' = 8; —— 8, etc., wenn mit den Reihen gerechnet wird und 
a 


1 


by 
So = Sy —— s, etc., wenn mit den Kolonnen gerechnet wird. Aus _ 
. Me 


1 
Sy’ Ss’ Sq’ entstehen in analoger Weise s,’’ s,’’ und aus diesen muf sich 


der Wert von U ergeben. Weicht er von dem aus den Koeffizienten un- 
mittelbar gefundenen Werte mehr ab, als der Unsicherheit der Rechnung 
zugeschrieben werden kann, so deutet das auf einen Fehler in der Rechnung. 
Die Reihe oder die Kolonne, in welcher der Fehler begangen ist, findet 
man, indem man zuriickgeht und probiert, wo zum erstenmal die Summe 
der Glieder nicht mit dem betreffenden s tbereinstimmt. 
Viny Ase a b c l s 

+256 +146 —105 +354 + 651 

+146 +346 —4124 +223 4591 

+ 8 — 60 +202 +4 371 

—105 —124 +339 — 13 4 97 

— 60 + 43 —145 — 267 

+354 + 223 — 13 + 569 + 1133 

+ 202 —145 +490 4 901 

+ 263 — 64 + 21 + 220 

— 64 + 296 +132 +4 364 


+ 16 — 5 — 53 
+ 24 + 132 --. 79 +4 232 
a= Bae dee AS 


+312 +137 + 417 
+437 4°77 + 244 
+ 60 + 184 
+ 17-+ 30 


/. ren 
Fie f 
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Die Abweichung zwischen 17 und 30 weist auf einen Fehler. Die 
Priifung zeigt, daB in der Reihe + 312 + 137 + 418 das letzte Glied 
_ nicht gleich der Summe der ersten ist. In dieser Reihe steckt also ein 
Fehler. Bei den beiden Reihen + 263 — 64 + 21 + 220 und — 64 + 296 
+ 132 + 364, aus denen jene Reihe berechnet ist, ist dagegen das letzte 
: Glied gleich der Summe der ersten Glieder. Es ist daher zu vermuten, 
dafi der Fehler bei der Berechnung jener Reihe begangen ist. In der Tat 
zeigt sich, dab das Glied + 312 falsch ist und 280 heiBen miiBte. Mit 280 
~ stimmt dann die Probe: 


+ 280 +437 + 417 
gedos Tce te 
+ 67 +204 


§ 4. Anwendungen linearer Gleichungen. 


Die Auflésung linearer Gleichungen spielt eine Rolle bei der Aus- 

gleichung von Beobachtungen durch die Methode der kleinsten Quadrate. 
_ Essei eine Gréfe z. B. y eine lineare Funktion von z, deren Werte ¥1Yo°*+ Yn 
fiir eine Reihe von Werten 2, 2%, -++2, beobachtet worden sind. Wenn 


_ die Beobachtungen absolut genau waren, so miiBte es zwei Werte w und ¢ 


weben,- derart, dabiu +2, —y,=—0,u+9%,—y, = 0,7... 20 + 0%, 
—Y, = 0 ware, und zwei dieser Beobachtungen wiirden geniigen, um die 
Werte von w und ¢ zu bestimmen. Statt dessen sind nun aber die Be- 
obachtungen mit Fehlern behaftet, so dab u + ¢a%,—y,= &, U+ 9 a, 


— Yo = n° °**W+ 0 In—Yn = Em ist. Die Groen &, 6 .--+e, kénnen 
die Fehler der Beobachtungen genannt werden, da sie die Betrage darstellen, 
die zu y; Yo +++ Y» hinzugefiigt werden miibten, um die wahren Werte zu 


erhalten. Nach der Methode der kleinsten Quadrate nimmt man nun fir 
u und ¢ diejenigen Werte als die plausibelsten an, fiir welche die Summe 
der Fehler-Quadrate U = gy Se A eee e, moglichst klein wird. Die 
Werte von u und ¢, die dieser Bedingung geniigen, sind die Lésungen 
zweier linearen Gleichungen. Denkt man sich naémlich an Stelle von u und ¢ 
die Werte u-+h und ¢ + k eingesetzt, so wird ¢, tibergehen in e, + h 
+k«,, €, wird daher tibergehen in (e, +h + k 2,) (e, + kh + kar), deh. 
AY per) ee i tao (ate Be 
_U wird daher iibergehen in 
Gos Dh (eb eer sen) 
+2k (ay €y 1 Ve &2 + oe +t Ly En) 
A (h bho) + (b+ ht) + ot + (hay)? 
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Wenn man nun die Werte von uw und ¢ so bestimmt, dah 
été ++: ten =9 

Hy & KK Uy by +--+ + on in = 9, 

so wird der neue Wert von U gleich 
U+(h+kapP+es-+ (A+R), 
d. h. es treten zu U Glieder hinzu, deren Summe nur positiv sein kann, 
wenn die Beobachtungen fiir mehr als einen Wert von x gemacht sind, 
Mit andern Worten, es kann sich alsdann der Wert von U durch Anderung 
von w und ¢ nur vergréBern und ist deshalb fiir die angenommenen Werte 
von w und ¢ ein Minimum. Die beiden Gleichungen 
Ee tet oten=9 

Ly &y + Ly Eg + -+ +t Dy Ey = 0 

kénnen auch so geschrieben werden: 
nu+ [x] ¢ — [y] =0 
[a]u+ [xa]e—[xy]= 0. 
Dabei bedeuten die eckigen Klammern die Summen der eingeschlossenen 
GréBen fiir die Indices 1,2,...n. Das Minimum U = [¢«] kann, da 
E> &y = & U+ A, & 0 — & Y» ist, so geschrieben werden 
[e]u+ [xe]o—[ey] =U 

und, da [e] = 0 und [xe] =0, so reduziert sich der Wert auf — [ey| 
«oder mit Einsetzung der Ausdriicke fiir e: 

—ylu—l[eylet yy] =U. 


Das oat inion tensysnem der linken Seiten der drei Gleichungen 
ist also symmetrisch 
n, [+], -=Ty] 
[x], [eax], —[vy] 
—Ty], —Ivy), yy] 
und es geniigt zur Durchfiihrung der Rechnung nur die Glieder hinzu- 
schreiben: 


n (x) —T[y] 
[vx] —[ry] 
[y y}. 
Den Wert von U auszurechnen, hat den praktischen Zweck, dah 
man, nachdem wu und ¢ ausgerechnet sind, die Werte von ¢, €,...&, und 


damit [¢ ¢] = U ausrechnen kann. Die Ubereinstimmung mit dem zuerst 
gefundenen Wert von U kontrolliert dann die ganze Rechnung. 
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Fiir die praktische Ausfiihrung einer solchen Rechnung ist die folgende 
vorbereitende Mafregel von gro8er Wichtigkeit. Man rechnet nicht so- 
gleich die Werte von wu und ¢ aus, sondern bestimmt zunadchst Naherungs- 
werte fiir w und ¢ z.B. dadurch, daS man irgend zwei Beobachtungen 
y als richtig ansieht. Seien u,v, die Naherungswerte, so bestimmt man 
nunmehr nach der Methode der kleinsten Quadrate Verbesserungen der 
Naherungswerte. Setzt man u=u, +a, » = %)+ B, 80 ist 


& =U + % 9 —Yy, = a+ a B+ (Uo + 2% % — Yr) 
oder, wenn wir schreiben 1, = uy + a, %) — Y;, 
& =a+t+2,p+1, 
und die drei Gleichungen zur Bestimmung von a, f, U werden 


RO a etl Rio ma os oe A pet) 
[v]Ja+ [rz] B+ [el] =0 
(Jat [el] B+ [ll] =U. 

Die Korrektionen a und # werden, wenn die Naherungswerte gut 
gewahlt sind, klein. Es geniigt fiir die Berechnung von a und f eine geringe 
relative Genauigkeit. Daher brauchen auch die Koeffizienten nur auf 
wenige Stellen berechnet zu werden und die ganze Rechnung kann im 
allgemeinen ausreichend genau mit dem Rechenschieber durchgefiihrt 
werden. 

4. Beispiel. In einem Linienspektrum seien die Wellenlangen einer 
Anzahl Linien bekannt, es sollen die Wellenlangen der tibrigen Linien 
ermittelt werden. Es sei ein solches Stiick des Linienspektrums gegeben, 
innerhalb dessen es als ,,normal‘‘ betrachtet werden kann, d.h. daf fiir das 
ganze Stiick die Entfernung irgend zweier Linien der Differenz ihrer Wellen- 
langen proportional sei. Sind 2, 7,...%, die Abstaénde der bekannten 
Linien von irgendeinem willkiirlich gewahlten Punkte und sind A, A, ... An 
die Wellenlangen dieser Linien, so miiBte bei absolut richtigen Messungen 
sein: 


Ue+ 0 4,—A, = 0. 


Dabei bedeutet u die Wellenlange einer Linie, die auf den Nullpunkt 
der x fiele, gleichgiiltig, ob eine Linie wirklich da liegt oder nicht. ¢ be- 
deutet den Wellenlangenunterschied, der der Entfernung 1 entspricht. 
Die GréBen u und » werden nun nach der Methode der kleinsten Quadrate 
bestimmt und dann kann man auch fiir jeden andern Abstand w die zu- 
gehérige Wellenlange u + x ausrechnen. Praktisch geschieht das nun so, 
daf man gleich bei der Messung die Abstande « fiir die bekannten und 
unbekannten Linien, wie sie im Spektrum aufeinanderfolgen, mifbt und 
zunachst simtlich mit genaéherten Werten von u und ausrechnet. Alsdann 
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werden aus den bekannten Linien die Korrektionen a@ und P durch die 
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt und damit dann die Korrek- 
tionen a+2af6 der genaherten Wellenlangen berechnet. 

Das folgende Beispiel enthalt die Messung einer photographischen 
Spektralaufnahme. Das Spektrum war durch eine Geifblersche Réhre 
erzeugt, die ein Gemisch von Argon und Krypton enthielt. Die Messung 
geschah mit einem Abbeschen Komparator. Die Platte legt dabei auf 
der einen Seite eines Schlittens, auf dessen anderer Seite ein fein geteilter 
Ma8stab angebracht ist. Der Schlitten lat sich gegen zwei feste Mikro- 
skope verschieben, von denen das eine auf die Spektrallinien eingestellt 
wird, wihrend man mit dem anderen die Verschiebung des Schlittens am 
Mafistab abliest: 


Ablesungen am bekannte Wellen- 
MaB8stab in langen in Zehn- 
Tausendsteln millionsteln eines 
eines Millimeters Millimeters 
30935.7 4847.96 
34427.2 
31853.0 
32244.0 
33031.0 
33377.0 4806.17 
SOMO 4765.03 
35919.0 
BI295o 
38008.9 4727.03 
40713.2 
43249.6 4637.32 
43443.) 
44303.5 
44533.6 
44873.0 4609.74 


Man berechnet zunachst, welche Wellenlangendifferenz der Ent- 
fernung von einem Tausendstel eines Millimeters genaihert entspricht. 
Betrachtet man die erste und die letzte der bekannten Wellenlangen, so 
ergibt sich: 


Messung ,Wellenlange 

80934 4847.96 

44873.0 4609.74 
‘Differenz: 13937.3 _ — 238.22 


Einem Tausendstel Millimeter entspricht daher eine Abnahme der 
Wellenlange um 
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238.22 


7139373. 0.0170923. 


Mit dieser Zahl werden nun zunachst die sdémtlichen Messungen 


in Wellenlangen umgerechnet. Zu dem Ende laf8t man also der Messung 


30935.7 die Wellenlange 4847.96 entsprechen. Die nachste gemessene 
 Zahl ist um 191.5 Tausendstel gréBer, die entsprechende Wellenlange 
— alsoum 191.5 x 0.0170923 Zehnmillionstel Millimeter kleiner. Die folgende 
_ gemessene Zahl ist abermals um 725.8 Tausendstel gréBer als die zweite, 

die Wellenlange also um 725.8 x 0.0170923 Zehnmillionstel kleiner als 
die zweite. Diese Rechnung ist besonders bequem mit der Rechenmaschine 
auszuftihren. Man stellt zu dem Ende 0.0170923 als Faktor unten ein und 
auf dem beweglichen Lineal die Wellenlange 4847.96 und zieht nun zuerst 
das 191.5 fache ab, dann von dem Resultat das 725.8 fache usw. durch 
Umdrehen der Kurbe}] und durch Verschieben des Lineals ab. Dabei 
gentigt es in diesem Falle entsprechend der Genauigkeit der Messung, die 
Wellenlangen auf nicht mehr als zwei Dezimalen hinzuschreiben. Die 
letzte Messung 44873.0 muf dann wieder die Wellenlange 4609.74 er- 
geben. Kommt diese Zahl richtig heraus, so ist damit die ganze Rechnung 
kontrolliert; denn ein Fehler bei einer Zahl bleibt ja bei dieser Anordnung 
auch in den folgenden Zahlen stecken, es sei denn, daf er sich mit einem 
neuen Fehler gerade kompensierte. Stimmt die letzte Zahl nicht, so sucht 
man den Fehler in der Weise, dafs man eine Zahl in der Mitte der Kolonne 
noch mal direkt aus der ersten Zahl berechnet. Stimmt sie tiberein, so 
liegt der Fehler in der zweiten Halfte, im andern Falle in ‘der ersten. Jetzt 
kontrolliert man wieder eine Zahl in der Mitte der Halfte, in der der Fehler 
steckt u. s. f. So findet man alsbald die Zahl, bei der der Fehler begangen 
ist und rechnet von da an die Kolonne noch einmal oder man figt zu allen 
Zahlen die Abweichung von den richtigen Werten hinzu, die ja fir alle 
dieselbe sein mu’, wenn nur ein Fehler begangen ist. Steht eine Rechen- 
maschine nicht zur Verfiigung, so wiirde dieselbe Anordnung der Rech- 
nung immer noch ihre Vorziige haben. Man miifite dann die Differenzen 
der aufeinanderfolgenden Messungen hinschreiben, ihre Logarithmen 
bilden, den Logarithmus von 0.0170923 zu allen hinzufiigen, die Numeri 
aufschlagen, und diese dann sukzessive von 4847.96 abziehen. Die Wellen- 
langen miiBten dann aber mindestens auf 3 Dezimalen hingeschrieben 
’ werden, wenn man die Rechnung auf 2 Dezimalen richtig haben wollte. 
Der Zeitgewinn bei Anwendung einer Rechenmaschine ist indessen 
so groB, daB bei einem gewerbsmafigen Betriebe Zinsen und Amortisation 
der Maschine gegen den ersparten Arbeitslohn gar keine Rolle spielen 
wiirden. Auch ist die geistige Anstrengung bei der Anwendung der Rechen- 
maschine erheblich geringer. 
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aer—ar—1 | log (ar —ar—1) EA AVarmu ’ Numerus Wellenlange 
491.5 2.28217 0.51497 SANS 4847.96 
725.8 2.86082 1.09362 42.406 4844.687 
391.0 - 2.59218 0.82498 6.683 4832.281 
787.0 2.89597 442877 43.452 4825.598 
346.0 2.53908 0.77188 5,914 4812.146 
2396.1 3.37951 - 4261234 40.956 4806.232 
145.9 2.16406 0.39686 2.494. 4765.276 
1376.3 3.13871 (aS aiow: Hes oot 4762.782 
713.6 2.85345 1.08625 42.197 4.739.258 
2704.3 3.43206 1.66486 46.223 4727.061 
2536.4 BAOLI2 es 1.63702 AS oy 4680.838 
193.4 2.28646 0.51926 3.306 4637.486 
860.5 2.98475 1.16755 14.708 4634.180 
230.1 2.36192 0.59472 3.933 4619.472 
339.4 2.53071 0.76351 5.801 4615.539 
4609.738 
Summa log (2, — 2) 
SIO RO = 4.14418 2.37698 238.22 
= Ln — 1 


Es sei die Rechnung ausgefiihrt, so bleibt nunmehr die Korrektion 
dieser Naherungswerte nach der Methode der kleinsten Quadrate zu machen. 
Wir bilden dazu die Differenzen der bekannten Wellenlangen gegen die 
gendhert berechneten. Die genahert berechneten wurden oben mit 
Uy + % x, bezeichnet, die Differenzen sind also die oben mit J, bezeichneten 
GréBen uy + %)%,—y,. Da die zu berechnenden Verbesserungen klein 
sind, so geniigt es, die Werte x, auf volle Millimeter abzurunden, und um 
noch kleinere Zahlen zu haben, denken wir uns den Nullpunkt der Abszissen 
um 40mm verschoben, so da8 x, — 40000 an Stelle von 2, tritt. 

Die Fehlergleichungen hat man nicht nétig, noch einmal hinzuschrei- 
ben. Es geschieht hier nur, um die Darstellung verstandlicher zu machen: 


a—9B =e, 
a—7 6+ 0.06 = é, 
a—4B+ 0.25 =e, 
a—2f6+0.03 = e, 
at+3fP+0A7 =e; 
a+5fp == 8; 


aund f sind nicht unmittelbar gleich den Anderungen von uy und ¢; 
sondern es ist wegen der Abrundung der , auf volle Millimeter und wegen 


2; 
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xr—40000 in vollen geniherte bekannte 

Millimetern Wellenlinge Wellenlange Differenz 
—9 4847.96 4847.96 0.00 
—9 4844.69 
—8 4832.28 
—8 4825.60 
—7 4812.15 
—7 4806.23 4806.17 + 0.06 
—4 4705.28 4765.03 + 0.25 
=f 4762.78 : 
—3 4739.26 
a) 4727.06 4727.03 +.0.03 
+4 4680.84 
+3 | 4637.49 4637.32 + 0.17 
+3 4634.18 
+h | 4619.47 
+5 4615.54 
+5 4609.74 4609.74 0.00 


der Verschiebung des Nullpunktes die Gré8e a + 40000. gleich der 
Anderung von. u, und oes gleich der Anderung von vy. Da es indessen 
schlieBlich nicht auf die Werte von uw und » ankommt, sondern auf die 
Korrektionen, die wir an den genaherten Wellenlangen anzubringen haben, 
so hat man nicht notig, auf den Zusammenhang von a und f mit den 
ersten Naherungen uy und yy, zuriickzukommen. Die drei Gleichungen 
[e] = 0, [(2 —40) e] = 0, [ee] = U ergeben das symmetrische Koeffi- 
zientensystem: 


cee ke WAbcane an a 
BL Mh e097 
+ 0.0959. 


Mit dem Rechenschieber finden wir nun die Reduktionen 

6 — 14 + 0.51 
HORNGN, ATG 0.54 
+ 0.0959 — 0.53 

+ 0.0434 

4i51 + 0.22 6 = — 0.00146 

-- 0.0525 

+ 0.0003 

0.0522 
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Mit diesen Werten von a und f berechnet man die Korrektionen 
a—9 ff, a—8A etc., die an den genaherten Wellenlangen anzubringen 
sind: 


Wilernge | Korrektion | ejtntinge | Wellenlange | Dilferens = « 
4847.96 —0.07 4847.89 4847.96 0:07 
4844.69 ==(0:07 4844.62 
4832.28 £30.08 - 4832.20 
4825.60 == 0308 4825.52 
4812.15 = 9,085 sel 207 
4806.23 —0.08 4806.15 4806.17 =2.02 
4765.28 E008 sae 4765.20 4765.03 + 0.47 
4762.78 —0.08 4762.70 
4739.26 —0.08 4739.48 
4727.06 20,080 ole, S47 26:08 4727.03 —0.05 
4608.84 £20,002 4608-15, 

4637.49 =5:9;09 2 ala * 463740 4637.32 + 0.08 
4634.18 —0.09 | 4634.09 

4619.47 —0.09 | 4619.38 

4615.54 —0.10 | 4615.44 | 

4609.74 —010 | 4609.64 4609.74 |. —0.10 


Zur Kontrolle bildet man nun [e e] = 0.0531. Dies stimmt geniigend 
mit dem oben berechneten Werte von U = 0.0522. Die Abweichung ist 
durch die Vernachlassigung der dritten Dezimale bei der Berechnung des ¢ 
geniigend erklart. Wollte man bei der Berechnung von a und f die oben 
erwahnte Kontrolle durch die Summen der Reihen anwenden, so wiirde~ 
es hier zweckmabig sein, die Fehlergleichungen mit 100 zu multiplizieren 
und 100 a, 100 f als die Unbekannten einzufiithren. Dann erhielte man das 
Koeffizientensystem 


6 — 14 +4 51 
+184 — 97 
+ 959 


und die Summen der Reihen kénnten mit weniger Ziffern geschrieben 
und ihre Reduktionen mit dem Rechenschieber berechnet werden. 

Der Wert von U = [e ¢] dient dazu, um ein Urteil iiber die Ge- 
nauigkeit der Messung zu bilden. Handelt es sich um die Bestimmung 
von r Unbekannten und ist n die Anzahl der Fehlergleichungen, so nennt 
man nach Gauf 


- 


=~ 


> 
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den mittleren Fehler. Hier ist z. B. n = 6, r = 2 und der mittlere Fehler 
demnach gleich 0.11. Auf welche Weise dann ferner der mittlere Fehler 
einer jeden der berechneten Wellenlangen gefunden wird, mége in den 
Spezialwerken tiber Methode der kleinsten Quadrate nachgesehen werden *). 

2. Beispiel. Die Angaben eines Chronometers seien zu gegebenen 
Zeiten mit der mittleren Greenwicher Zeit verglichen worden. Die Differenz- 


- Angabe des Chronometers minus Greenwicher Zeit wird »der Stand’ des 


Chronometers genannt. Wenn das Chronometer vollkommen reguliert 


_ ware, so wiirde der Stand immer derselbe bleiben. Das ist aber im all- 


- Funktion der Zeit. 


gemeinen nicht der Fall; sondern der Stand andert sich mit der Zeit. Nimmt 
man an, daf sich der Stand in gleichen Zeiten um den gleichen Betrag 
andert, so ist das nithts anderes als die Annahme, der Stand sei eine lineare 


S=S+g°t. 


Dabei bedeutet s den Stand zur Zeit ¢, s, den Stand zur Zeit 1 = 0, 
g die Anderung des Standes in der Zeiteinheit. Als Zeiteinheit pflegt man 
hier 24 Stunden zu nehmen und man nennt dann g den.,,Gang‘‘ des Chrono- 
meters. Aus zwei Beobachtungen des Standes s,, s, zu zwei gegebenen 
Zeiten t,, t, lassen sich sy und g und damit der Stand zu jeder andern Zeit 


- berechnen, immer vorausgesetzt, dai in dem betrachteten Zeitraume 


der Gang unverandert bleibt. Hat man mehr als zwei Beobachtungen 
gemacht, so tut man gut, sie nach der Methode der kleinsten Quadrate 


auszugleichen: 
Beispiel: beobachteter Stand 
11. Mai Mittags AF 18", 19-828 
1S eee “S ate 417? ~ 58. 20° 
iss, = pe Og Wy ae deed  KST 
is Pe si Se NeW fdederra la! 3 
2B. Be ie Wha eRe 


9 9? 
Beriicksichtigte man nur den ersten und letzten Stand, so wiirde 
man in 12 Tagen eine Abnahme von 66.08", also einen Gang gy = —5.51, 
und wenn man die Zeit ¢ in Tagen von der ersten Beobachtung an rechnet, 
so hatte man in Sekunden: 


s= (4° 18" 19.82%) — 5.51 4. 


Dabei waren aber die zwischenliegenden Beobachtungen ganz un- 


se) C. F. Gau$, Theoria Combinationis Observationum Erroribus Minimis 
obnoxiae. Pars prior. Art. 18, [V. — W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde. 
Bd. 1. Kap. 1, § 24. — Kayser und Runge, Uber die Spektren der Elemente, Ab- 
handl. der Berliner Akad. 1888. Note I. 
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genutzt, wihrend man sich ihrer doch bedienen kann, um sich von den 
Beobachtungsfehlern etwas mehr zu befreien und zugleich um eine Vor- 
stellung zu gewinnen, ob sich der Gang des Chronometers in der Zeit der 
Beobachtungen merklich geandert hat oder nicht. 

Um dies zu tun, betrachte man die aus der ersten und letzten Be- 
obachtung gefundene Formel als erste Naherung und berechne aus ihr die 
Werte von s fir ¢ = 0, 4, 7, 8, 12. 


¢ | Stang perectnet =| < Stand Deohachto <<] gotta 
0) ae Viet Reich wi Ko Msi ema eee LR OW) 0.00 
4 NIE BI cThe. WU ALe ee AOS — 0.42 
7 Metis LAD AT LASS — 0.56 
8 LGA Bia Th Ue aspire a eo Be — 0.19 
12 A eta O Wier aa — 0.04 


Nun berechne man die Korrektionen a und f von sy und gy nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. 

Die Fehlergleichungen, die man nicht hinzuschreiben braucht, die 
hier nur des besseren Verstaéndnisses wegen hingesetzt werden mégen, sind: 


a+ 06 =e 2 
a+ 4f$6—042 =e, 
a+ 7f—0.56 = ¢, 
a+ 88 —0A9=«, 
a+ 12 B—0.04 = ¢,. 


Die Reduktion des symmetrischen Koeffizienten-Systems ergibt: 


+5 + 31 —1.21 + 0.03 a= + 0.24 
— 4.24 
+ 273 — 7.60 — 1.18 
+192 —7.50 
0.5277 
+ 0.2925 
81 —0.10 pb = + 0.0012 
+ 0.2352 
1 
02301 =i, 


Die neue Formel ist demnach: 


§ == 118 20:06 S00. 


Ks ist bei dem Genauigkeitsgrade der Beobachtungen unndétig, die 
vierte Dezimale in g noch zu _beriicksichtigen. 
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Nun wiederhole man die Rechnung mit der neuen Formel. 


t ae A ce ree Stand beobachtet Differenz = ¢ 
0) (PES 220.06 fe ASML ORS) + 0.24 

4, HT RSS. 02 I 5 o.20) —0.18 

a 41.50 A GALS A: —0.31 

8 35.99 ATES cS + 0.06 
A, 13.95 ALT ALS Ie + 0.24 


Die Summe [e ¢] findet sich gleich 0.2338 und mithin in hinreichender 
Ubereinstimmung mit dem oben berechneten Werte U = 0.2351. Die 
Abweichung ist durch die Abkiirzung auf 2 Dezimalen erklart. 

Wenn man sich in den Fehlergleichungen 


hb —— Y= Ep 
den Nullpunkt der x so angenommen denkt, da& [x] = 0 ist, so nehmen 
die beiden Gleichungen [e] =0 und [ze] =0 die Form an 
it — [y] =0 
[x x]o—[ry]=0 
und man erhalt die Werte von w und » unmittelbar, ohne da’ eine Eli- 
mination notig ware. u wird gleich dem arithmetischen Mittel der y und ¢ 
[vy] 
[xa] 


x eimander entgegengesetzt, so kann man, wenn 21,%,....2%, nach 


ist gleich Nimmt man insbesondre an, es seien je zwei Werte von 


: ; In — Hy : 
ihrer GroSe geordnet sind, 5 = &n = — 2%, setzen. Daher ist 


Ln — ey 
Ly Yy + Ln Yn = 5) (Yn — Y1) 


und 
fy by in by = (Sg — 2) 


und mithin 
2 [x y| = Summe (Ln rte Ly) (Yn ae Yi) 
2 [w x] = Summe (a, — 24) (%» — 24), 


wo die Summen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen tiber alle diese 
Paare von Wertsystemen zu erstrecken sind. Diese Form hat nun den 
Vorteil, daB der Nullpunkt der x beliebig sein kann; denn die Differenzen 
Lyn — 2, u. 8. f. sind vom Nullpunkt unabhangig. Ferner ist die Anzahl der 
Glieder nur halb so gro8B wie die der Summe [x x] oder [xy]. Besonders 
wenn es, wie bei der Bestimmung des Chronometerganges, hauptsachlich 
auf den Wert von » ankommt, ist diese Form bequem. 


Runge, Praxis der Gleichungen- 3 
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oes Gitano aa 
18. Sept. Mittags —1"* 2” 35.05° 
Qn SS EOS ras 
De yaaa et get ee KD TP yee 
ae x =e Or 60 


(29) (5, == 57) ST 82.80 BD 
(t3 — te) (83 — 8) = 3 x 1447 = 42.54 


269.03 
(ty Sagi + (ts — ty)? =4949=58 
269.03 
Gang = + Bg ae, + 4.638%. 


Auch wenn die Werte x nicht die Bedingung erfiillen, daB nach 
Verschiebung des Nullpunktes in ihren Schwerpunkt je zwei einander 
entgegengesetzt liegen, so wird man dennoch mit dieser Art der Rechnung 
im allgemeinen nahezu den richtigen Wert von ¢ finden. Es ist naémlich 


2 (vy Y4 + Ly Yn ) a (Ln —4;) (Yn <= Yq) a (Xn oh 2) (Yn = Yu) 
2 (Ly %y + Lp Lp) = (Lp — 2)? + (Lp + Sie 


Daher 


2 [zy] = Summe (7%, — 21) (Yn — 1) + Summe (2%, + 7,) On + Y;) 
2 [az] = Summe (%, — x, + Summe (2, + 2)? 


und mithir i 
_ [vy] Summe (% — 4) (Yn — ¥1) + Summe (%q + 21) Yn + Yi) 
med el _, Summe (%, —2z,)*? + Summe (x, + 2) 


Die Summen rechts beziehen sich auf die Paare von Wertsystemen 
mit den Indizes n,1; n—1,2; n—2,3 u.s.f. 
Nun werde mit ¢’ der Wert 
Summe (Xn Et Ly) (Yn — ¥1) 
Summe (%p— 2) 


bezeichnet. Dann hat man zwischen ¢ und ¢’ die Beziehung: 
¢ Summe (%, — 2,)? + ¢ Summe (a + 2)? 
= 9’ Summe (%» — 2,)* + Summe (% + 2) (Yn + Yr) 
oder 
Summe (Zp ai Ly) (9 Tn — Yn +¢ Uy —¥1) 


= 9’ —9, 
Summe (%, —2,)? 


Nun ist ¢ %, —Yn = &,; —U, 9 4; —Yy = & —U, daher 


CD ky ee Wes. 
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. Summe (%, + 2%) (En + &,) —2u Summe (x, + 2) 
Summe (2, — 2%)? ES 


, 


OC = ¢ 


oder, da Summe (2% + x) = 0 ist, 


Summe (tp + 21) (En + 41) 


=¢' —9. 
Summe (2%, — “,)* 


Sobald der Zahler klein ist gegen den Nenner, wird »’ —¢ klein sein. 
Im allgemeinen wird das der Fall sein, weil nicht nur die ¢ kleine GréBen 
sind, sondern auch von den Gréfen 2X, + 2, tp_1 + 2, etc. die meisten 
in der Regel klein gegen 2, —2,, Up_1 — _ etc. sein werden. 

Das oben behandelte Beispiel der Berechnung des Chronometer- 
ganges aus fiinf Beobachtungen ergibt nach dieser Methode 


(t; —t,) (Ss —s,) = —12 x 66.08 = — 792.96 
(tg — ty) (Sy —So) = — 4 X 22.27 = — 89.08 
— 882.04 
(ts; —t,)? + (tg —t,)? = 144 + 16 = 160 
882.04 See 
(SEE ee aoe 


wahrend fiir » der Wert — 5.509 gefunden war. Bei einer ungeraden An- 
zabl von Beobachtungen fallt fiir die Bestimmung von ¢’ die mittelste — 


Beobachtung fort. 
Wenn die Fehlergleichungen die allgemeinere Form haben: 


a,¢+byteo¢oz+l =e, 


so miissen, damit die Summe der Fehlerquadrate [e ¢] moglichst klein 
werde, die Gleichungen erfiillt sein: 


ia -e|—=— Or fo 6) =.0, ce 0. 
Denn wenn «+a, y+ 6, 2+ y an Stelle von wz, y,z eingesetzt 
werden, so geht ¢,-¢, in 
Ey &y + 2a,e 0+2b,e8+2¢%y+ (Gath bB+oy)? 
iiber und [ee] geht tiber in 
fee] +2fac]a+2[be] P+2[ce]y+ [(aatbBt+ey) |. 
Ware eine der Gréfen [ae], [be], [ce], z. B. [be] von Null ver- 


 gchieden, so kann man a = y = 0 setzen. Die Anderung von [e e] besteht 


dann aus den beiden Gliedern 


2 [be] B + [bb] &* 
B (2 [6 e] + [58] 6). 


oder 
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Fir hinreichend kleine Werte von 6 wird [bb] 6 sehr klein gegen 
2 [b ©] und daher kann 2 [b ¢] + [bb] B sein Zeichen nicht andern, wenn 8 
ins entgegengesetzte verwandelt wird. Folglich miifte das Vorzeichen der 
Anderung von [ee] fiir hinreichend kleine Werte von f ins entgegen- 
gesetzte tibergehen, wenn f ins entgegengesetzte verwandelt wird, d. h. 
es wiirde bei passender Annahme von f der Wert von [¢ ¢] sowohl ver- 
erdRert wie verkleinert werden kénnen. Sind dagegen die drei GréBen 
[ae], [be], [c e] gleich Null, so ist der geainderte Wert von [e e] gleich — 


[ee] + [@a+b6+ cy)", 


d. h. er kann durch Anderung von 2, y, 2 nur zunehmen*). Die Summe 
[ee] =U lat sich auf die Form bringen: 


[(ax+by+ez+l)e]=[aelx4+ [bely4+ [cel z4+ [le] =U 


und daher erhalten wir die Gleichungen 


[ae] =0 
[be] =0 
les) = 
lhe} eet; 


Das Koeffizientensystem dieser Gleichungen ist symmetrisch: 


[aa], [a5], [ac], [al] 
[ba], [65], [oc], [62] 
[ca], [cb], [ec], [e J] 
[Za], [2 4], ee], [2 2). 


Die analoge Form erhalt man fiir den Fall beliebig vieler Verdnder- 
lichen. Wenn man nun bei der Reduktion dieser Gleichung zuerst mit den 


Horizontalreihen operiert und die erste Reihe nacheinander mit i a} lea 
1 [aa] [aa], 
[la eters ; 

al multipliziert von der zweiten, dritten, vierten Gleichung abzieht, 


so moége das reduzierte Koeffizientensystem so bezeichnet werden: 


[ea] [abl [ao] ian 
[6,1] [be,4] [b1,4] 
[eos Bh] eee tela 
Oy Ay [lee ie ie 


*) Es sei denn, daf «,8,y so bestimmt werden kénnten, daS are + br 8 + ery 
=0 fiir r=1,2.... In diesem Fall ist eine Bestimmung von 2, y,z nicht 
moglich. 
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ba 
wo also [66,1] = [bb] — = [ab] usw. Bei weiterer Reduktion er- 
halten wir fiir die 3. und 4. Reihe die Koeffizienten 
lee op eels 2 
oo Pa A 


und endlich fiir die vierte Reihe den Koeffizienten [11,3], der den Wert 
von U ergibt. 

Wenn man nun andererseits mit den VertikalJreihen operiert, indem 
man, wie oben auseinandergesetzt wurde, statt x,y,z sukzessive andere 
Variable einfiihrt, so kann man z,y,z dabei als beliebig veranderlich 
betrachten, da es fiir die betrachteten Umformungen nicht nétig ist, dab 
die linken Seiten der ersten drei Gleichungen den Wert Null haben. Nur 
diirften dann in dem Ausdruck 


[ae]u + [bely + [ce]z+ [Le] =U 
die ersten drei Glieder nicht weggelassen werden. 


Wie oben gezeigt, treten bei dem Operieren mit den Kolonnen die- 
selben Koeffizienten auf, wie mit den Reihen. Wir fithren zunachst ein 


[a 6] [@¢] [al] [ae} 


. PS h tie Goa i ET (C) 
und haben dann 
[aa] a’ = [ae| 
[ba] x’ + (bb, 1) y + (be, 1) 2-+ [61,1] = [be] 
[ea] a + (cb, 1)y + [ce, 1}2- [el, 1] = [ee] 
[La]e’ + (lb, 4]y +(e, 12+ (ll, 11 =U 
—[aelx—[bely —[ce]z, 
und bei weiterer Reduktion 
sf [be 4) ay 
ped T EBA Pb, T] | ; 
. [el, 21 ©) 
eae Pee 
erhalt man 
[a a} a’ = [ae] 
[b a] x’ + (bb, Ay’ = [bel 
Lega ae feu; ly 4 [ee;.2).2 =[ce] (A) 


Lala’ + (Lb, 1) y+ (Le, 2) 2’ + (LL, 3) =U 
— fa e]x—[bely—[ce]z. 


Multipliziert man nun die ersten drei Gleichungen mit 2, y, z und 
addiert sie zu der letzteren, so ergibt sich 


' 


ix 
; ae 
ee i. 
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(laala+ [baly+[ea}z + [la})a' 
(bb, ty + [eb, 112+ (Lb, 41) y’ 
([ec,2]2+ [Le, 21) 2’ 

[1 1, 3] 


Die Koeffizienten: von x’, y’, 2’ sind nun gerade die linken Seiten der 
Gleichungen, die bei der Operation mit den Horizontalreihen auftreten, 
namlich: 


[aa}a+ [daly + [ea]z+ [la] = [ae] 


== US) 


[bb Aly + [be d)2+ [bl }— Pel twel = [be 4] 
lebed ty ceten tiesto p tie [el bane hee 
und aus den letzten beiden Gleichungen 
[ce b, 1] 


fee, 2]2+ [el, 2] = [ce, 1] — [eres 1) = lee ai 


[6 6, 1] 
_ Wenn man nun dieselben Operationen mit diesen Gleichungen in 

der Form (A) vornimmt, so erkennt man, dai [bb,1]y’ = [b e«, 41] und 
[ec, 2] 2’ = [ce e, 2] wird. 

Mithin kann man die Gleichung (B) in der Form schreiben: 

[aa] x + [bd, 1] y+ [ee, 2]2%+4 [11,3] =U. 

Hier sind 2’ y' z ebenso wie x, y, z veranderliche GroSen, die durch die 
Gleichungen (C) mit einander zusammenhangen. Als Funktion von 2, y, z 
ist 0 = [(ax+by+ecz2+1)]. In der Entwicklung kommen nicht nur 
die Quadrate x, y, 27, sondern auch die Produkte x y, yz, xz vor. Nach 
Einfiihrung der Verdnderlichen z’, y’, z’ kommen nur die Quadrate vor. 
Der Minimumswert [11,3] ergibt sich fir 7’ =y’ =z’ =0.  Dieselbe — 
Rechnung, durch welche man die Unbekannten z, y, z, die U zum Minimum 
machen, berechnet, liefert zugleich die Reduktion der quadratischen 
Form U auf eine Summe von Quadraten. Dasselbe gilt fiir eine beliebige 
Anzahl von Veranderlichen. 

Das gleiche gilt auch fir eine beliebige quadratische Form von 
xyz. Sei 


WON Rg) Vln ba eae? ey sor 


UT = yy Bo Ogg Y? + Ogg 227+ Vay uy + 2a4442 3 

+ 2 deg y 2+ 2 Ay & +,2 Ag Y¥ + 2 Az4 Z + gg. 3 

Sei a,, — 0, so werde gesetzt 
ar» a 


: a3 
el yt Z+ Ay. 


ayy yy 


Alsdann ist 


NY fbe\3 
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U = ay 27 + (@'o9 y? + G's 2 2 'os YE+2A gy Y + 2A'x42 + O'y), 


wo 
a a 
ain. 12 ; 43 
@ 99 = Qoq — ~~ Aya, @ 33 = Agg — —— 
yy 1 


M413, 4 23 = Ae3 —- —— Ay3 USW. 
yy 


Schreiben wir das symmetrische System der Koeffizienten 


Gy Ag Ay 


’ Ayy Ayn Ugg 


Aga, 


WO dy. = dy, uSW., und reduzieren wir das System, indem wir die Glieder 


Oni 9g) Om 


Gy, Ay, Ay 


der ersten Reihe mit —,—,— multipliziert von denen der zweiten, 


dritten, vierten, abziehen, so gehen diese tiber in das System 


/ Ut 
Xoo Ao3 
/ / 
432 33 
/ / 
Ay. as 


, 

@ x4 
w: 

Q 34 
, 

Q ga; 


welche grade die Koeffizienten der quadratischen Form von y und z bilden, 
die nach Abtrennung des Gliedes a,, x” iibrigbleibt. So geht das weiter. 


, , 
& 23 & oq 
bps 


/ 
a 99 a 99 


Man setzt jetzt y’=y+ 


12, {3 12 laa 
OU = Oy, 2" + aon Y~ + a’ 38, 


und erhalt 


ta’ 54 ZH." a, 


wo 
A ; Gee eta is j Gio oe 
Og a ORB ae ne one gaa py aa, oA, 
& 99 a 99 
fi 
yt / & a9 / 
CBS ABC 5) ri Ue 
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Dies sind wieder dieselben Koeffizienten, die sich bei der Operation mit 
den Reihen ergeben. Endlich wird nun gesetzt 


(Sea 


a’ 
wodurch U iibergeht in 


tt 
A 34 


ai; 
33 


U — Ay yy! a W 55 ai? =e eran Zi? + ens 


wo 


a 
al dh 34° 


Ni ee Ee ap ee ae 
a2 a= a4 


tt 
2 
43 aa 


44 


Auf diese Weise kann die Untersuchung, zu welchem Typus eime 
Flache zweiten Grades gehért, die durch ihre Gleichung gegeben ist, be- 


quem ausgefiihrt werden. 
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Beispiel. Die Gleichung der Flache sei: 
102 + y2 +3227 —Ary+t4uz24+ 6yz2z—Q2e4+ 8y—424+1=0. 


Man bildet das symmetrische Koeffizientensystem, von dem die 
zweimal vorkommenden Glieder nur einmal hingeschrieben zu werden 
brauchen, und reduziert es in der erlaéuterten Weise: 


a nes vase 
so Pe se 
0:0. eee Ort 

ego eee? 
Sete siw 
el 
EXO 
£O0.05Sp sapere 
S5hO G12 ke 
+114 + 13.9 
STO 

+ 16.9 

BEG get 
— 16.0 
98:0) 

+ 12.0 


Mithin 10 2” + 0.9 y” —8.82z% + 12.0 = 0. 
Die Flache ist ein zweischaliges Hyperboloid. 


Th Absgehnitt. 


Nichtlineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 


§ 5. Loésung einer Gleichung durch tabellarische Berechnung. 


Sei 
f (v) =e 
eine beliebige Gleichung fiir die Unbekannte z. Wir kénnen ihr eine geo- 
metrische Bedeutung geben, wenn wir die Werte von f (x) als Ordinaten 
zu den Abszissen x auftragen. Die Lésungen der Gleichung f (x) = c¢ 
sind die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden, die im Abstand ¢ zur 
a-Achse parallel gezogen werden kann. Gesetzt, die Werte der Funktion 
f (x) lagen schon in einer Tabelle geordnet vor, aus der man fiir eine Reihe 
von Werten von x die zugehorigen Funktionswerte entnehmen kénnte, 
so wurden Naherungswerte fiir die Losungen der Gleichung in ahnlicher 
Weise gefunden werden kénnen, wie man mit Hilfe einer Logarithmen- 
tafel zu einem gegebenen Logarithmus die zugehorige Zahl findet. Man 
sucht in der Tabelle diejenigen Stellen auf, wo ein Wert von f (#) kleiner 
ist als c, wahrend der benachbarte Wert gréfer ist als c, und interpoliert 
dann zwischen den beiden zugehérigen Werten von x unter der Annahme, 
da die Anderungen von x den Anderungen von f (x) proportional sind. 
Geometrisch gesprochen bedeutet diese Annahme, dab wir die Kurve 
zwischen den beiden Punkten als geradlinig betrachten und durch ihre 
Sehne ersetzen. Wenn die Kurve nicht eine gerade Linie ist, so enthalt 
diese Annahme einen Fehler, der aber bei einer Kurve, die ihre Richtung 
stetig andert, fiir ein hinreichend kleines Intervall selbst im Verhaltnis zu 
diesem Intervall beliebig klein wird. Um zu erfahren, ob der so gefundene 
Naherungswert eine Lésung der Gleichung mit ausreichender Genauigkeit 
darstellt, kann man in seiner Nachbarschaft die Funktion f (x) fiir Werte 
von x berechnen, die dichter liegen als die Werte der urspriinglichen Tabelle. 
Indem man wieder die beiden Werte von x aufsucht, fiir die f (7) einmal 
gréBer und einmal kleiner als c ist, hat man ein Intervall, in dem der ge- 
suchte Wert liegen muS. Unter der Annahme der Proportionalitat der 
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Anderung kann man nun zwischen diesen beiden Werten von « wieder 
einen neuen einschalten, der einen genaueren Naherungswert darstelit. 
Dieses Verfahren kann man so weit treiben, wie man will. Fiir hinreichend 
kleine Intervalle erhalt man den Wert mit beliebiger Genauigkeit. Es wird 
im allgemeinen nicht zweckmaig sein, die Intervalle gleich sehr klein 
werden zu lassen, weil man dann in der Regel mehr Werte von f (a) be- 
rechnen mu, ehe man auf das gesuchte Intervall stoBt. 


Beispiel : x log x = — 0.1450. 


Fir x > 1 ist x log z positiv, es kénnen also nur die Werte zwischen 
z=0 und x = 1 in Betracht kommen. Zur ersten Orientierung rechne 
man nun mit vierstelligen Logarithmen die Werte fiir x = 0.1, 0.2 ete. 0.9 aus. 


ii xz log x 
0) 0.0000 
0.4 —(0.1000 
0.2 — 0.1398 
0.3 — 0.1569 
0.4 — 0.1592 
0.5 — 0.1505 
0.6 — 0.1331 
0.7 — 0.1084 
0.8 — 0.0775 
0.9 — 0.0412 
1.0 0.0000 


In dem Interval! 0.2 bis 0.3 und in dem Intervall 0.5 bis 0.6 nehmen - 


wir nun die Anderungen von x denen von «log proportional an und 
suchen den zu — 0.1450 gehérenden Wert von x. 


4) Intervall 0.2 bis 0.3 


0.2 — 0.1398 — 0.1398 
0.3 —0.1569 — 0.1450 
Diff.: 0.4 — 0.0174 — 0.0052 FT a 


£7 


Das gibt « = 0.23. Nun wird von neuem berechnet: 


x x log x 
0.23 | — 0.1468 — 0.1450 
0.22 | —0.1447 — 0.1447 3 
Diff.: 0.014 | — 0.0021 — 010003 "== 0-01 = 0.0014 


24 


CT a 


Das gibt ee 0.2244. Bei nochmaliger Rechnung tut man nun 
t, mehr als vierstellige Logarithmen zu nehmen: 


x ax log x Diff. 

<3 0.2244 — 0.1449775 294 

oo - 0.2215 | —0.1449996 24 
0.2216 | —0.1450217 


_ Man schlieBt aus der Ubereinstimmung der beiden Differenzen, da, 


soweit die Genauigkeit der Rechnung reicht, den gleichen adeno 
von x zwischen 0.2214 und 0.2216 die gleichen Anderungen von x log & 
-entsprechen, und findet nun 


SS. 0.1450000 
=. 0.1449996 
SS 4 5, * 0.0001 = 0.000002 
x = 0.221502 
2) Intervall 0.5 bis 0.6 
0.5 —0.1505  —0.1505 
0.6 —0.1331  —0.1450 


Fr 


OAS 0.08 
Tidies Pe ae 8 


0.1 +0.0174 + 0.0055 


Das gibt x = 0.53. Nun wird von neuem berechnet: 
x | z log x | Diff. 


F0.53 | —0.1461 
0.54 | — 0.1445 


11 
| +16 44 x 0.01 = 0.007 
a = 0.537 


Nun werde mit siebenstelligen Logarithmen berechnet 


ae x | ‘loge | Dif. 
m - ~—s 0.587 | —0.1450040 40 

; a8 a 2h 
eo 0.571 | —014so874 | 168 ggg % 0:0004 = 0.0000 
a & = 0.537024 


Diese Betrachtungen sind nicht strenge. Denn es fehlt der Nach- 
_weis, daB die Funktion wloga in den betrachteten Intervallen jeden 
Beresichoniwert ein und nur einmal annimmt. Dieser Nachweis wird durch 
die Betrachtung des Differentialquotienten der Funktion erbracht. So- 
bald man sich namlich tiberzeugt, da® der Differentialquotient in einem 


* * 
a <4) od 
aa A rt 
tthe sa a a — 


k 


} “e-r* mart 
pega aS praia Mans atte ua eines ee ds fie eich inks 
Se RMR aC oe SSSR ee cs Ma. Wik WA ee Matte see 4: 


i 
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Intervall endlich ist und nur Werte eines Zeichens hat, so wird die Funk- 
tion sich mit stetig wachsendem x stetig und nur in einer Richtung be- 
wegen und daher jeden zwischen den beiden Endwerten gelegenen Wert 
ein und nur einmal annehmen. In diesem Falle z. B. ist die Ableitung: 


log x + loge 
4 4 
und ist also zwischen « = 0 und a = — negativ, zwischen = — undv=1 
é G 
55 ites 4 
dagegen positiv. Die Funktion nimmt zwischen « = 0 und « =— alle 
(i 


— log 1 
7 5S : 5 4 
Werte zwischen Null und —-——— je einmal an und zwischen « = — und 
e e 


x = 1 wieder je einmal. 


§ 6. Lésung einer Gleichung nach dem Newtonschen Verfahren. 


Statt wie eben die Kurve in einem Intervall durch ihre Sehne zu 
ersetzen, kann man sie nach Newton auch durch eine Tangente ersetzen. 
Dann gestaltet sich die Rechnung in der folgenden Weise. Es sei x, ein 
Naherungswert einer Wurzel der Gleichung 


Joy — VER) 
Man setze nun «=2,+h, so dab 
f (a +h) =0. 


Nun ist fiir kleine Werte von A bis auf Gréfen 2. Ordnung 
(qi +h)=f(a)+f @)e. 

Mit Vernachlassigung dieser Gréfen 2. Ordnung erhalten wir dann 

also fiir h die Gleichung ersten Grades 
fm) +f (yk =0 
oder 
at 
f’ (&) 

Der Wert x, +h bildet dann einen neuen Naherungswert, den wir 


mit x, bezeichnen und wieder ebenso verbessern kénnen wie x,. Ist man 
der Wurzel schon einigermafien nahe, so wird die Genauigkeit alsbald 


i 


*) Wenn oben f(v)=c geschrieben war, so mége man sich hier f(z7)—c=0 
gesetzt und die Differenz f(~)— ce mit f(x) bezeichnet denken. 
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sehr gro. Da die Verbesserung h meistens nur auf wenige Stellen be- 
rechnet zu werden braucht, so ist es nicht nétig, den Wert von f (z,) und 
f’ (x) mit groBer relativer Genauigkeit zu berechnen. 
1. Beispiel. Es werde der Naherungswert x, = 0.2 fiir die Wurzel 
der Gleichung 
x log # = —0.145 


zum Ausgangspunkt genommen. 


f (xv) =a logx + 0.145 
f(x) = loge + loge. 


| Tf (@) 
X, L, = 
x, . | ] ( *) x i (2;) Te (2,) 
av = 0.2 | +0.0052 = 0.265% Ace 0.0196 
> = 0.2196 | + .0.000422 0004 ° |) 2h0.00188 
= 0.22148 | + 0.0000047 20 + 0.000024 
ty = 0.221501 | | 


Wie weit man berechtigt ist, die Kurve durch ihre Tangente zu 
ersetzen, erkénnt man an den Anderungen der Werte f’ (z,). Fiir das 
ganze Intervall x3 bis x, z. B. wird f’ (x) = — 0.220 gesetzt werden kénnen, 
d. h. die Anderungen von f (x) sind in diesem Intervall bis auf weniger als 
4 Prozent ihres Betrages den Anderungen von x proportional. 

Wie man sieht, ist die Berechnung mit Hilfe der Tangente kiirzer 
als die Berechnung mit Hilfe der Sehne, vorausgesetzt, daB f’ (x) nicht 
umstaindlicher zu berechnen ist als f (z). 


2. Beispiel: f (x) = sinx—xzcosaz=0 
oe nse: 
Da f (—2z) = —f (x), so gehort zu jeder positiven Wurzel eine 


negative von gleichem absoluten Betrage und umgekehrt. Wir brauchen 
daher nur die positiven Wurzeln aufzusuchen. ff’ (x) ist positiv fiir x 
zwischen 0 und a, negativ fiir x zwischen z und 2a, wieder positiv fir x 
zwischen 27 und 32 usw. Daher wird f (x) ein Maximum fiir x = a, 
3a, 52 etc. und ein Minimum fir « = 27, 42, 6a etc. Die Maximal- 
werte sind gleich 2, 32, 5a etc., die Minimalwerte gleich — 22, —4aq, 
—6z etc. Zwischen jedem Maximalwert und dem folgenden Minimal- 
wert liegt eine und nur eine Wurzel und ebenso zwischen jedem Minimal- 
wert und dem folgenden Maximalwert. Um z. B. die Wurzel zwischen 


1 
z=52 und = 62 auszurechnen, werde 2; = 5” +5 als erster Nahe- 


= 


rungswert angenommen. 


i 
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; — fi f (2p) 
ae io x ——; 
%=5at+5 | —1 —17.3 | —0.058 =—0.0184z 
ty = + 5.48162 — 0.00342 ees 17.2 | — 0.000199 = —0.000063 x 
X3 = + 5.481537 a | 


Der Wert von f’ (x) andert sich in den drei Stellen —17.2 nicht 
mehr. Die Anderungen von 2 sind daher bis auf weniger als $ Prozent 
ihres Betrages denen von f(x) proportional. Mithin muf die zuletzt be- 
rechnete Verbesserung und daher auch der Wert von zz in den hinge- 
schriebenen Ziffern richtig sein. 

Unter Umstanden kann es zweckméBiger sein, f’ (w) nicht durch 
Differentiation zu bilden, sondern es dadurch genahert zu finden, da® 
man bei der Berechnung von f (x) zugleich die Anderung f (« + h) —f (2) 
berechnet, wo fiir ” eine kleine GréBe, z. B. die Einheit der 1. oder 2. oder 
f (w +h) —f(o) 

h 
gleich f’ (x). Besonders dann ist die Rechnung bequem, wenn # (x) aus 
einer Summe von Gliedern besteht, deren einzelne Werte aus fertigen 
Tabellen entnommen werden. Man kann dann fiir jedes Glied die Differenz 
zweier aufeinanderfolgender Werte der Tabelle bilden und auf diese Weise 
den Unterschied der Werte der Funktion fiir eine gegebene kleine Anderung 
von x zusammensetzen. 

Wir kénnen z. B. die oben betrachtete Gleichung 


3. etc. Dezimale, angenommen wird. Dann ist gendhert 


sin 47 —x cos 2% = 0 


auf folgende Weise behandeln. Sei 5.5 7 als erster Naherungswert gegeben, 
so setzen wir zunachst « = 5.5% —w und haben dann 


—cosu+ (5.5% —wu) sinu = 0 
oder 
(5.5% —u)tgu=1 
oder 
log (6.52% —u) + logtgu = 0. 
Wir setzen nun u= S wo 0= 


0 : 
- 60.60; dann ist n gleich 


Tt 


dem Winkel wu in Sekunden gemessen. Die Gleichung geht dadurch iiber in 
— loge + log (3564000 — n) + log tg (uw) = 0. 


Man kann nun hier n = 0 nicht als ersten Naherungswert brauchen, 
weil log tg u dafiir unendlich wird. Da indessen n gegen 3564000 klein 


Et, 
43 os : 
‘ aon TP» 


§ 6. Lésung einer Gleichung nach dem Newtonschen Verfahren. AT 


ist, so kann man in log (3564000 —n) zundchst n = 0 setzen und den 
Winkel so bestimmen, da log tg u = log 9 — log (3564000). 


log 9 = 5.314425 
log 3564000 = 6.551938 


log tg u = 8.762487 uw: 3° 18! 44” 
n = 11924" 


Dieser Winkel werde als erster Naherungswert eingefiihrt. 


Anderung fiir 1’’ 
in Hinheiten 


1) 3564000 — log @ = 4.6855749— 10 der letzten Stelle 
— 11924 log 3552076 = 6:5504823 —{ 
3552076 log tg w = 8.7624810 — 10 “365. 
9.9985382 — 10 + 364 
= — 07.0014618 
+ 14618 
+ 364 = + 40.1 


erster Naherungswert n = 11924 
Korrektion + 40.4 


zweiter Naherungswert n = 11964.1"" (38° 19’ 24.1"’) 


Anderung fiir 1’’ 
in Hinheiten 


2) 3564000 Sfog 0 = 46895709 S10 — na taton eile 
—11964.1 log 3552035.9 = 6.5504774 St 
3552035.9 log tg u = 8.7639423 — 10 4+ 366 

9.9999946 — 10 ae 865 
= —0,0000054 
eas eee 
Stages 
11964.4 
4.0.45 


dritter Naherungswert 11964.25’ (39 19’ 24.25’). 


Will man den Wert noch genauer haben, so mite man die Loga- 


-rithmen auf mehr als 7 Stellen aufschlagen. Denn wenn die siebente Stelle 


der Summe der 3 Glieder auf 1.5 Einheiten unsicher ist, wird die daraus 


ic 
entspringende Unsicherheit der Verbesserung von n etwa 365 Sekunden 
z 000 


_ betragen. 


' 


48 IJ. Abschnitt. Nichtlineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 


§ 7. Berechnung der Wurzeln durch Iteration. 


Wenn die Gleichung, deren Wurzel berechnet werden soll, auf die 
Form 
%= @ (x) 
gebracht werden kann und dabei erreicht werden kann, da’ die Funktion 
y (x) in der Nahe der Wurzel sich nur langsam mit x andert, so 1aBt sich 
die folgende Methode der Berechnung mit Vorteil anwenden. Es sei 2 
ein Naherungswert der Wurzel. Setzt man nun 


ta = Y (2); 
so ist % ein neuer Naherungswert. Unter der gemachten Voraussetzung 


mu dann a, der Wurzel nahekommen. Denn bezeichnet x die Wurzel 
selbst, so erhalt man durch Subtraktion der beiden Gleichungen 
& = @ (x) 
Ly = Pp (*}) 
die Gleichung 
| L— y= P(X) — @ (2). 
Nach der Voraussetzung soll aber (2) sehr wenig von @ (#) verschieden 
sein. Folglich ist auch x, sehr wenig von x verschieden. 
So kénnen wir z. B. die Gleichung 


24 a3 —53 a2’ + 6545 +342 4? —74 = 0 


ee 65 j ce Lea eee 
=| 319 Oe Co Ape 


so schreiben: 


In der Nahe der positiven Wurzel andert sich die rechte Seite nur 
langsam. Denn die positive Wurzel ist, wie man durch Einsetzen von 
x = 1 findet, kleiner als 1 und daher spielen die Glieder mit 2°, x’, 21° auf 
der rechten Seite eine geringe Rolle. Wird als erste eee C=O 
genommen, so ergibt sich als folgende Annaherung x = }/ =~ = 0.49. 
Benutzt man diese neue Annaherung wieder in derselben Weise, so ergibt 
sich als folgende Annaherung 


0.4824 
und, wenn dieser Wert benutzt wird, als folgende Annaherung 
0.48247 
und mit diesem wiederum 
0.482454. 


Man bemerke, daB die Naherungswerte abwechselnd zu gro8 und zu klein 
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sind. Das muS immer der Fall sein, wenn q (x) in der Nahe der 
Wurzel mit wachsendem x abnimmt. Denn, wenn x, > 2, so ist alsdann 
@ (x) —y (#,) > 0 und daher x —a,> 0, d. h. 2,< 2x; wenn anderseits 
Ly< 4%, 8o ist p (%)— y (%,)<O0 und daher x—a, <0, d.h. 2, >. 
Wenn dagegen gy (x) in der Nahe der Wurzel mit wachsendem x zu- 
nimmt, so bleiben die sukzessiven Naherungen auf derselben Seite der 
Wurzel. ; 

Um die Geschwindigkeit, mit welcher die Annaherung an die Wurzel 
vor sich geht, zu erkennen, betrachte man den Differentialquotienten 
von @ (x). Ist dieser in der Nahe der Wurzel seinem absoluten Betrage 
nach nicht groSer als ein echter Bruch m, so ist g (x) — @ (2) dem 
absoluten Betrage nach nicht gréBer als m (« —2,) und folglich auch 
x—z, dem absoluten Betrage nach nicht groSer als m (x —v2,). Die 
Abweichung des folgenden Naherungswertes x, von der Wurzel x ist 
dann absolut genommen nicht gréfer als m (x —a,), d. i. nicht gréBer 
als m* (x —a,) u.s.f. Es vermindert sich mithin bei jedem Schritte 
die Abweichung von der Wurzel mindestens in dem Verhaltnis m : 4. 
So kann man in dem eben gerechneten Beispiel q’ (x) in der Nahe der 
Wurzel genahert berechnen 


4 4 —325 xt + 374 28 — 273 al? 
2 312 V74 — 65 a? + 53.27 —2 123 


yp’ (x) 


Mithin genahert 
(ed 205 a4 1 325 
pi) Dente mir), © ote 


pera 0G. 


Man kann in der Nahe der Wurzel m < 0.07 annehmen. Nach 4 
Schritten vermindert sich also die Entfernung von der Wurzel auf weniger 
als 25 Millionstel der ersten Entfernung. Diese Art der Rechnung labt 
sich haufig auch bei transzendenten Gleichungen mit Vorteil anwenden. 
Sie liegt auch manchen astronomischen und physikalischen Rechnungen 
zu Grunde, bei denen haufig kleine Korrektionsglieder die zu berechnende 
Grofe selbst enthalten. Wofern die Korrektionsglieder sich nicht wesent- 
lich 4ndern, wenn man einen Naherungswert statt des wahren Wertes 
einsetzt, benutzt man sie, um eine genauere Annaherung zu finden. Wenn 
man z.B. aus einer Monddistanz die geographische Lange eines Ortes 
berechnen will, so kommt bei der Reduktion der Monddistanz auf den 
Erdmittelpunkt die gesuchte Lange selbst vor. Gewohnlich wird der hierbei 
angenommene Wert der Lange dem wahren Wert hinreichend nahe sein, 
um die Korrektion hinreichend genau zu ergeben. Sonst miSte man 
grade wie oben mit dem ermittelten Werte die Rechnung wiederholen. 


Runge, Praxis der Gleichungen. 4 


50 II. Abschnitt. Nichtlineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 
Die Gleichung 
tg (7) =«# 


hat in jedem Intervall, in welchem tg (x) alle Werte von —co-bis + 0 
durchlauft, eine und nur eine Wurzel. Denn tg (x) wachst rascher als x 


It 
und iiberholt daher jedesmal den Wert x. So liegt z. B. zwischen ay 


Ls 
und +S eine Wurzel (naémlich x = 0), ebenso zwischen +5 und 3 roy 


It TC : be : ‘ ; 
3 oy und 5 3 U: 8 W. Fir die gréSeren Wurzeln eignet sich die eben aus- 


einandergesetzte Methode vortrefflich, wenn man die Gleichung in der — 


Form schreibt: 
x= arc tg a. 


Denn der Differentialquotient der rechten Seite ist gleich 


4 
(| Se 
wird also fiir grofie Werte von « sehr klein. Geht man z. B. von dem Werte 
7 4 
x, = 7 = aus, in dessen Nahe eine Wurzel liegen muf, so ist ———, < 0.01. 
2 +4 
Bei jedem Schritt muf daher die Entfernung von der Wurzel sich auf 
weniger als ihren hundertsten Teil verkleinern. 


ee log 3.5 = 0.544068 
log a = 0.497150 
log a, = 1.041218 
arc tg 2, : 84° 48’ 26” + 3 x 180° 
eg =o ATOM log 3.47115. = 0.540473 
log a = 0.497150 
log x, = 1.037623 
arc tg x, : 84° 45’ 38’ + 3 x 180° 
ty — OA 1080 9 log 3.47085 = 0.540441 
log a = 0.497150 
log ay = 1203 1594 
are te %y : 84° 45° 36.6 


nm] a 


Ly = 3.47089 x. 


Die letzte Rechnung andert den vorletzten Naherungswert nicht 
mehr in den noch aufgefiihrten Stellen. Damit hat man die Gewahr, daf 
die ermittelten Stellen richtig sind. Die Abweichung des ersten Naherungs- 


+ Mma bs 


See he Toa 


i traces. 


. 4 Mit zentesimaler Teilung ist die Rechnung wesentlich bequemer, 

weil die Umrechnung des Winkels in Bruchteile von a wegfallt. ero 
a, = 3.50 ‘log 3.5 = 0.544068 o a 
log x = 0.497150 + ee 
1.041218 le 
are tg v7, = 6947.2261 oe 

cs 
t, = 6.942261 > log 6.94226 = 0.841504 5 2 
log — = 0.196120 px: 4 
1.037621 ae 


arc tg 7. = 6949.1783 


ty = 6.941783 log 6.94478 = 0.844474 ae 


? 
r) 
he 


Tt 
log Coos 0.196120 


Fey Or ok 
PP ya Gey 
stesteh be 
7 J i 


1.037591. 
arc tg %, = 6949.1780 


vw 
ss 


4 
ah Sy 


ey yt? 


eye 


Tt 
, = 6.941780 


vs 
‘. 
a 


2 og eG? eta ge Melle a es Ns 


= ae § 8. Anwendung auf die Umkehrung einer Reihe. 


a In ahnlicher Weise la8t sich die Umkehrung einer Reihe ausfiihren. 
= Es sei z. B. 
ee 3 xt 


A | ee A eee eae tata aa 


“ 


‘ 
. 


= und es soll fiir einen kleinen Wert von y der zugehorige Wert von x be- 
_ vechnet werden, so kann man schreiben 


vers 


A 


bo 
ise) 
a 


Ist x klein, so andert sich die rechte Seite fiir einen gegebenen Wert 
von y nur langsam mit z und man kann daher das eben auseinandergesetzte 
; iP 
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Verfahren anwenden. Bei den ersten Annaherungen, deren Fehler noch 
nicht sehr klein‘geworden ist, braucht man nur wenige Glieder zu beriick- 
sichtigen. Z. B. 
ON: eit, Oe 8 
Ss Serge 
— 0.01 
0.09 


ta OA 
— 0.0081 
— 0.0004 


0.0945 


HO eso her) 
— 0.00837 
7 38 
a 1 
0.09124 


aoe en 8) 
— 0.00832 
= 38 
re 1 
~ 0.09129 


Lge Oe 
— 0.008334 
=e 380 
— 10 
0.09128 


Von hier ab wird die fiinfte Dezimale nicht mehr geandert. 

Man kann die Gleichung auf mancherlei andere Formen bringen, 
bei denen dasselbe Verfahren noch rascher zum Ziel fiihrt. Z. B. 
3 4 


Be) 0s a ee 
217-3! 


mithin 


/ Fi 
e208 +| 0.25 bya 

Zur Berechnung der ersten Stellen der Quadratwurzel bedient man 
sich dabei zweckmafig einer Tafel der Quadratzahlen. Z. B. 
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Y= CoO 

ty = —0.5 + 0.3495 

= Sin 

+ 0.594 

+ 0.094 
at, = —0.5 + 0.349613 

_ = 0.09128 
at = —0.5 + V0.3496078 

= 0.091277. 


Aufgabe. Zwischen zwei gleich hohen Punkten, deren Entfernung c 
bekannt ist, werde eine Kette von bekannter Linge / aufgehangt. Man 
soll die Gleichung der Kettenlinie finden. 

Die Gleichung der Kettenlinie hat die Form 


x 
Yy = a Col a: 


Der Wert von a ist aus den Werten von c und / zu berechnen. Die 
Lange / der Kettenlinie ist durch die Gleichung gegeben: 


Sy eBtG 
L=2a 35. 
2a 
Cc 
Aus dieser Gleichung ist a@ zu berechnen. Man setze ——- = u, so 


2a 


hat man: 
l ' us w 
pile SCAN lea 


oder, wenn durch wu auf beiden Seiten dividiert wird: 


i} iis ut 
~—4=>45-4+ 
G ot oOo} 
oder 
era ae ea see — 
ses i. we \-z OS ALG SG ee patie 


l 
Fir den Fall einer einigermafen flach gestreckten Kette ist 6 (" — t) 


klein. Man kann dann in der beschriebenen Weise den Wert von u? und 
daraus den Wert von a sehr rasch ermitteln. 


l 
Es sei z.B. c= 100m, 1= 105m und also 6 (- — t) =10,3 
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0.3 
Y= 03 
— 0.0045 
0.2955 
i aia 1S) 
— 0.00437 
— 0.00003 
0.29560 


Da der Differentialquotient der rechten Seite negativ ist, so sind die 
Naherungswerte abwechselnd gréBer und kleiner als die Wurzel der 
Gleichung. Nun hat man 

log u® = 9.47070 


c 


Ss 
ry 
I 


logs ==09; 73930 


« 


a) 


a 


b 


log = 1.69897 
loga = 1.96362 a = 91.96 m. 


Um zu beurteilen, wie schnell dies Verfahren konvergiert, hat man, 
wenn w? =z geschrieben wird, in der Gleichung 


6(. n Far 4 7 
cag Wee CAB ee yah tee ee 


die rechte Seite zu differentiieren. Ist in der Nahe des gesuchten Wertes 
von z der Differentialquotient 

2 3 y 

LSA SSA OT 
absolut genommen nicht gréSer als ein echter Bruch m, so vermindert 
sich der Fehler bei jeder folgenden Annaherung mindestens auf den Bruch- 
teil m seines vorigen Betrages. Damit das Verfahren schnell zum Ziele 
fiihre, muB® der Wert des Differentialquotienten ein kleiner echter Bruch 
sein. 

Es moége berechnet werden, fiir welchen Wert von z der Differential- 

quotient absolut genommen gleich’ 0.1 ist. 


D 3 
2 . 
sei ie SO Aah Ks 0 
oder 
a tae 2 cy i 23 


ONS va! i ~* i J vt eae 
3 5 A, ts z ne 


— |  Sae 


. 


a2 l 
Stellen nicht mehr von z;. Der Wert von — ~ ergibt sich daraus gleich 1.169. 


a ‘Wenn also die Lange der Kette nicht we als etwa 17 Prozent langer ist, 
als die Entfernung der gate ae wipe pin ste, so vermindert sich bei der 
_ Berechnung des Wertes a der Fehler von u? mit jedem Schritte auf min- 

ee d 

= -destens ein Zehntel seines vorigen Betrages. Bei dem Wert — = a 100 
ist die Pfeilhdhe der Kette etwa gleich dem vierten Teil der Entfernmne 
der Aufhaingungspunkte. 

oe Mit Hilfe von Tabellen fir log Sit w kann die Rechnung fir be- 


l 
; liebige Werte von = bequem ausgefiihrt werden. Man braucht nur die 


e eS 
l 
di Siu ee 
-* z C oa ~ 
ES in die Form zu - bringen: 
4 ; log 1 —log ¢ = log Sin u — log u 
is und findet z.B. fir 1= 25, e=7 
a log | = 1.3979 
ee.’ log c = 0.8454 
a 0.5528 
| Nun versucht man einzelne Werte von u, z. B. “a 
ee} log Sin u = 1.0008 ea 
log u = 0.4771 


0.5237 zu klein 


i as A log Sin wu = 1.0444 
log wu = 0.4914 


0.5530 zu groB 
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uw = 3.09 log Sin u = 1.0400 
log w = 0.4900 


0.5500 zu klein. 


Die Verminderung von log Sin u — log u betragt zwischen u.= 3.10 
und uw = 3.09 drei®ig Einheiten der vierten Stelle. Da man in diesem 
Intervall, wenn keine gréBere Genauigkeit verlangt wird, die Anderung der 
Anderung von w proportional setzen kann, so findet man demnach 


wu = 3.099 
und mithin 


C 
= — = 1.130. 
a 5 30 


Das auf S. 52 beschriebene Newtonsche Verfahren zur Berechnung 
sukzessiver Naherungen kann als ein spezieller Fall des hier betrach- 
teten Iterations-Verfahrens aufgefaBt werden. Eine Wurzel der Gleichung 
f(x) =0 muf namlich auch die Gleichung 


__ Fe) 
fF (x) 
befriedigen. Der Differentialquotient der rechten Seite ist gleich 
f (x) f' (@) 3 
f (a) f' (x) 
und wird also in der Nahe einer einfachen Wurzel der Gleichung f (x) = 0 
sehr klein. Wir kénnen daher mit Hilfe eines Naiherungswertes x, einen 


besseren Naherungswert x, durch Einsetzen von 2, in die rechte Seite der 
Gleichung finden: 


f (xz) 
f (ay 
Dies ist nichts anderes als das Newtonsche Verfahren. Die Ge- 


schwindigkeit der Annaherung la8t sich nun auf folgende Weise iiber- 
schlagen. Man hat wie oben: 


XL == Xy 


L—Lp = Y (L) — y (2), 


wo x die Wurzel selbst bedeutet und @ (x) fiir « ia geschrieben ist. 
ie 
Nun ist’ nach dem Taylorschen Satze : 
gy" (x) 
2! 


P(r1) — (x) = gy’ (2) (& — 2) 4 aa) es 


Seng Ai gh ai 
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SG 
3 i (x) 
Wurzel unter Vernachlassigung der Glieder héherer Ordnung: 

1 f" (2) 
Ff (@) 


SN al “—D* (6) == Os a (20) ist, so hat man in der Nahe der 


(2 — 2})?. : 
Schreibt man der Kiirze halber 


Be ASO Sine 
Sere 


so kann man bis auf den Betrag der Glieder héherer Ordnung genau setzen 


L — Lg =m (xX — 2,)" 
oder 
m (% — X_) = [m (%@ — a,)) 
und daher 
m (x — x3) = [m (x — x2)? = [m (x —2,)]? 
m (&% — x4) = [m (x — x5)? = [m (x — xp) }* = [m (4& — 2) 
usw. 


Der Fehler der sukzessiven Naherungen vermindert sich also pro- 
portional der 2., 4., 8., 16.... Potenz von m(x—a,). Es muf dabei 
m (x —x,) absolut genommen kleiner als 1 sein und es miissen die ver- 
nachlassigten Glieder klein genug sein, um die Vernachlassigung zu recht- 
fertigen. Danach kann man die Annaherung an die Wurzel tiberschlagen. 
So ist z. B. bei dem auf S. 52 behandelten Beispiele etwa m = + 4.5 und 
m (x —x,) dem absoluten Betrage nach kleiner als 0.4. Daraus ergibt sich, 
daf die Fehler der folgenden Naherungen kleiner sind als 


1 1 1 
— 0.01, — 0.0001, — 0.00000001  usf. 
m m m 


Aus den Gleichungen m (x — a.) = [m (x —,)]? usw. folgt noch 
eine Higentiimlichkeit des Newtonschen Verfahrens. Da namlich hiernach 
m (%— 2), m(«# —3) usw. alle positiv sein miissen, so haben x — 2», 
2 — 2%, usw. dasselbe Vorzeichen wie m. Wenn m positiv ist, so sind 5, %3 
usw. alle kleiner als x, wenn m negativ ist, dagegen groBer als x. Die erste 
Annaherung kann hingegen in beiden Fallen sowohl groBer wie kleiner 


als x sein. 


Ill. Abschnitt. 


Nichtlineare Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten. 


§ 9. Die Newtonsche Methode. 


Die Newtonsche Methode la8t sich auch bei mehreren Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten durchfiihren. Sobald fir die Unbekannten 
einigermaBen genaue Naherungswerte bekannt sind, kann man als Un- 


bekannte die Verbesserungen der Naherungswerte einfiihren und kann die | 


gegebenen Gleichungen, indem man die Glieder zweiter Ordnung vernach- ~~ 


lassigt, als lineare Gleichungen fiir diese Verbesserungen ansehen. Es seien 


f (zy) =0 
g (xy) =0 


zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 2, y und es seien x, y, Werte, fiir 
welche die Gleichungen nahezu befriedigt sind, d. h. fiir welche f (a, y,) und 
g (X y,) sehr wenig von Null verschieden sind. Setzt man nunz = 2, + h, 
yY =Y, +k, so kann man bei Vernachlassigung der Glieder zweiter 
Ordnung schreiben: 

fey=fMmn)+tAh+fhk 

8 (uy) = 8 (%1 41) + 81h + Bok, 
wo /, und f, die partiellen Differentialquotienten von f nach x und y und g, 
und g, die von g bedeuten. Man erhalt so fiir kh und k die beiden linearen 
Gleichungen: 


hh + fek + f (1 y1) =9 
Sih+ gk +g (fy) = 9, 


die nach der oben beschriebenen Methode aufgelést werden kénnen. Da 


h und k klein sind, so brauchen die Koeffizienten dieser Gleichungen nur 
auf wenige Stellen ausgerechnet zu werden. 
Geometrisch gesprochen sind die beiden Kurven 
f(xy) =9 
g (zy) = 90 
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fir die Punkte in der Nahe von 2, y, durch die geraden Linien 


f(% 1) + fh (te —2,) + fp (y—y) = 9 
8 (% Ya) + 91 (@ — a) + Bo (¥ — yx) = 9 
ersetzt, deren Schnittpunkt dann anstatt des Schnittpunktes der beiden 
Kurven genommen wird. Wenn es nétig ist, kann man dieselbe Operation 
wiederholen, indem man statt x, y, die verbesserten Werte x, + h, y, +k 
nimmt usf. 
In manchen Fallen sind Naherungswerte fiir die beiden Unbekannten 
-schon von vornherein bekannt. Wenn z. B. auf See Lange und Breite 
aus den beobachteten Héhenwinkeln zweier Gestirne gefunden werden 


_ sollen, so ist man von vornherein durch die Logge-Rechnung iiber den Ort 


des Schiffes ziemlich gut unterrichtet. Es handelt sich nur darum, die 
Werte der Logge-Rechnung durch die Beobachtung zu korrigieren. Sind 
i, und ¢, die Stundenwinkel zweier Gestirne fiir einen in Greenwich befind- 
lichen Beobachter, sind ferner qm und A die geographische Breite und 
Lange des Schiffsortes (die Linge auf Greenwich bezogen und wie der 
Stundenwinkel nach Osten negativ, nach Westen positiv gerechnet), sind 
endlich 6,, 6, die Deklinationen und h,, h, die durch Beobachtung gefunde- 
nen wahren Héhenwinkel der beiden Gestirne, so hat man zur Bestimmung 
von gw und A die beiden Gleichungen: | 


sin h, = sin ¢ sin 6, + cos @ cos 0, cos (A — 1,) 
sinh, = sin ¢ sin 6, + cos @ cos 0, cos (A — 1). 


Denn das spharische Dreieck, dessen drei Ecken Pol, Zenith und 
Gestirn sind, hat zu Seiten 90° — m, 90° —6, 90°—h und der Seite 
90° —h gegeniiber den Winkel t— A. Wird der Winkel gegentiber der 
Seite 90° —6 (das Azimut des Gestirns) mit a bezeichnet, und positiv 
oder negativ gerechnet, je nachdem der Stundenwinkel positiv oder 
negativ ist, so hat man, wie eine leichte Rechnung zeigt: 

oh Oh ‘ 
dQ = COS 4, ea = COS */ sin a. 

Nun setze man zunachst fiir m und A die Naherungswerte ein und 
berechne nach den obigen beiden Gleichungen die zugehdrigen Hohen- 
winkel, die mit H,, H, bezeichnet werden mégen, wahrend h, und h, die 
durch die Beobachtung gefundenen Hohenwinkel bezeichnen. Sind nun 
Ag und AA die Verbesserungen der Naherungswerte, so hat man, in- 
dem man sich h, und h, nach Potenzen von Aq und A / entwickelt 
denkt und die Glieder zweiter Ordnung vernachlassigt: 


h,—H, =cosa,A y+ cos p sina, AA 
h, —H, = cosa, A y + cos @ Sin a, A A. 
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Man kann die beiden Geraden, die durch diese Gleichung dargestellt 
werden, wenn man A @ und cosy A A als, rechtwinklige Koordinaten 
auffaBt, auch in die Seekarte eintragen und ihren Schnittpunkt durch 
Zeichnung finden. Eine solche Gerade heifit bei den Seeleuten eine Stand- 
linie oder auch eine Sumner Linie nach dem amerikanischen Kapitan 
Sumner, der die Betrachtung dieser Linien zuerst einfiihrte. Auch eine 
einzige Héhenbeobachtung la8t sich mit Hilfe der Standlinie verwerten. 
Obgleich aus einer einzigen Hohe Lange und Breite nicht berechnet werden 
k6énnen, so erfahrt man wenigstens, dafi das Schiff sich auf einer bestimmten 
Linie befindet. 

_ Wenn die beiden Beobachtungen von h, und h, nicht gleichzeitig 
gemacht sind, so wird im allgemeinen das Schiff inzwischen seinen Ort ver- 
andert haben. Die Naherungswerte von m und A werden dann fir die 
zweite Beobachtung entsprechend der Ortsverainderung des Schiffes ge- 
andert sein. Die Gleichungen fiir die Verbesserungen A gm und A A sind 
ebenso zu bilden, wie oben. Die berechneten A gy und A A geben dann - 
mit den ersten Naherungswerten von m und A die verbesserte Lange und 
Breite zur Zeit der ersten Beobachtung und mit den zweiten Naherungs- 
werten die verbesserte Lange und Breite zur Zeit der zweiten Beobachtung. 

Beispiel. Am 30. Oktober 1897 vormittags, Greenwicher Zeit: 
29. Oktober, 18" 56” 50% wurde der Héhenwinkel des Sirius gemessen und 
nach Anbringung der Korrektionen wegen Refraktion und Kimmtiefe 
gleich 17° 56’.5 gefunden. Die Loggerechnung ergab zur Zeit der Beob- 
achtung 49° 56’ noérdlicher Breite und 14° 23’.0 westlicher Lange. 

Zwanzig Minuten spater Greenwicher Zeit: 19” 16” 50° wurde der 
Héhenwinkel der Venus gemessen und nach Anbringung der Korrektionen 
gleich 25° 25’.6 gefunden. Das Schiff hatte sich inzwischen mit einer Ge- 
schwindigkeit von etwa 17.5 Knoten nach Osten bewegt, so da zur Zeit 
der zweiten Beobachtung nach der Logge-Rechnung die Breite dieselbe, 

HES) 
3 COS 
schen Jahrbuch findet man Rektaszension und Deklination der beiden Ge- 
stirne zur Zeit der Beobachtung und die Greenwicher Sternzeit. 


die Lange aber 


= 9'.0 éstlicher geworden war. Aus dem nauti- 


Rektaszension Deklination Greenwicher Sternzeit 
Sirius 6% 40” 40.6% 169 3470 18)" OP 2 
Venus 12” 43" 33.5%¢ = al Gi ey Qh 52m 48,386 


Der Greenwicher Stundenwinkel ist die Differenz zwischen Green- 
wicher Sternzeit und der Rektaszension. Er ergibt sich fiir Sirius gleich 
2°51" 344°" und) fiir Venus gleich — (2* 51-1512"); 

Aus diesen Daten ergibt sich fiir Sirius H = 17° 55.2 und a = 148°, 
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fiir Venus H = 25° 28’.4 und a = — 124° und wir erhalten fir A m und 
A A die beiden Gleichungen: 


—evoo kg. 034 KA — 13 = 0 
—0.52A qm —0.55AA 4+28=0 
—0.85 +0.34 —1.3 1.6 
Bl. 2 gee VDD coat .8 2 a Bn Neg a=.) 
+ 0.21 —0.8 0.3 
= AOVTOS GO A Aes A]. 


Die Breite der Loggerechnung mu& demnach um 0’.4 nérdlicher, die 
Lange um 4’.7 westlicher genommen werden. 

Man kann die Rechnung auch ganz zweckmabig in einer etwas anderen 
Weise anordnen. Man rechnet zuerst mit der durch Beobachtung ge- 
Wwonnenen wahren Hohe und der durch die Loggerechnung gegebenen 
Breite die Lange aus. Dazu wird die Gleichung zwischen h, y, 6, t — A 
in die Form gebracht: 
sin $ (z+ mw —0) -sin} (2 —qg+0) 


EOS Aen ae ee 
ees A) COS m : cos 0 


y] 


wo z die Zenithdistanz des Gestirns bedeutet. Wenn man von dem so 
berechneten Werte A die Lange der Loggerechnung abzieht, so hat man 
den Wert von AA, der dem Wert A y = 0 entspricht. Wenn man sich. 
nun die Gleichung der Standlinie auf die Form gebracht denkt: 


AA=mAQ+H, 


cos a 


soist m= — — und w ist gleich dem Wert von A A fir A gm = 0. 
sin @ COS M 


Mit der hinzukommenden Berechnung von a, wofiir die Seeleute 
aber auch Tabellen besitzen, ist dann also die Gleichung der Standlinie 
gefunden. Oder man kann auch, statt a zu berechnen, die Rechnung fir 
die Linge gleichzeitig noch einmal mit einem etwas anderen Werte von 
z. B. p + 10’ ausfiihren. Daraus kann man dann die Differenz A A finden, 
_ die dem Werte A gy = 10’ entspricht und hat dann aus der Gleichung 

BAA AiO uw 


m= 


AA— yp 
ses 


Bei der ersten Art der Rechnung wird fiir die Standlinie eine Tan- 
gente des geometrischen Ortes gesetzt; bei der zweiten Art der Rechnung 
dagegen eine Gerade, die zwei benachbarte Punkte des geometrischen Ortes 
miteinander verbindet. Bei der ersten Art ist die Rechnung wohl etwas. 
kirzer. — 


e 
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In ahnlicher Weise wird auch bei der Methode der kleinsten Quadrate 
in dem Falle, wo die Fehler-Gleichungen urspriinglich nicht linear sind, 
die Rechnung auf lineare Gleichungen zurtickgefiihrt, indem man die Ver- 
besserungen von Naherungswerten als die Unbekannten betrachtet. Da 
die Verbesserungen klein sind, so kann man die auftretenden Funktionen 
nach Potenzen dieser GréBen sich entwickelt denken, und die Glieder 
zweiter Ordnung vernachlassigen; dadurch werden die Fehler, deren 
Quadratsumme ein Minimum werden soll, lineare Funktionen der Un- 
bekannten. 


§ 10. Die Auffindung der ersten Naiherungswerte. 


Durch Elimination aller Unbekannten bis auf eine, kann man die 
Auflésung der Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten auf solche 
mit einer Unbekannten zuriickfiihren. Indessen ist die Elimination in 
vielen Fallen so umstandlich oder schwierig, daf man sie zu vermeiden 
sucht. Bei zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten kann man z. B. ver- 
suchen, zur Auffindung der ersten Naherungswerte die Kurven, welche 
durch die Gleichungen dargestellt werden, wenn man die Unbekannten 
etwa als rechtwinklige oder schiefwinklige Koordinaten oder auch als 
Polarkoordinaten auffaft, in grober Annaherung zu zeichnen, um zunachst 
itber die Lage der Schnittpunkte einen Uberblick zu gewinnen. Hat man 
auf diese Weise fiir ein Wurzelsystem Naherungswerte gefunden, so kann 
man, wie friiher schon gezeigt wurde, Verbesserungen dieser Naherungs- 
werte berechnen, indem man die Verbesserungen als die Unbekannten 
einftithrt und nur die Glieder von der ersten Ordnung beibehalt. 

Beispiel : 


(© —1)° + (y—05 = 


Fait man x und y als rechtliche Koordinaten auf, so stellt die erste 
Gleichung eine Ellipse dar, deren Hauptachsen in die Koordinatenachsen 
fallen und die halben Langen } und 4 haben. Die zweite Gleichung stellt 
einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt die Koordinaten z = 1, y = 0.5 hat 
und dessen Radius gleich 4 ist. Eine oberflachliche Zeichnung lehrt, dak 
zwei reelle Schnittpunkte vorhanden sind. Der eine liegt nahe bei x = 0, 
y = 4, der andere nahe bei x = 4, y= —4. Wir wollen die genaue Be- 
rechnung des zweiten Schnittpunktes durchfihren: 

1. Naherungswert 

0.33 — 0.25 


Man setzt in beiden Gleichungen 


— 0.0019 + 2.64h —45 k=0 
+ 0.0114 —1.34h —1.50k = 0. 


~_ Die Auflésung der Gleichungen geschieht am besten mit dem Rechen- 
3 schieber in der oben beschriebenen Weise. Denn es lohnt sich nicht, die 
£ ~ Verbesserungen h, k sehr genau zu berechnen, weil in den Gleichungen ja 
3 doch schon die Glieder zweiter Ordnung vernachlassigt sind. 


0.0049 S> 12-64" = eH 

Baste BEAU hae mee 1D 

ag + 0.0010 ee 298 

ee. + 0.0104 — 3.78. k = + 0.00275 
>see — 0.0049 c 
ie —4.5k = — 0.0124 

ee? + sae —0.01438 h= + 0.00544 
~—-Q, Naherungswert 

‘See 0.23541 s= ——.0,24725 


Die Verbesserungen ergeben sich aus den Gleichungen 


+ 0.000192 +2.68h —445k=0 
+ 0.000062. —1.33h —1.49k =0 
— 95 SA 
157 0) k = + 0.000042 
d = —0.000001 


Die verbesserten Werte sind mithin 
=~ «01335409 
y = — 0.247208. 
Zur Kontrolle mégen diese Werte in die beiden Gleichungen einge- 
_ sett werden. Es ergibt sich 


4 a? +9 y% —1 = 0.00000283 
(2 —1)2 + (y — 0.5)? — 1 = 0.00000097. 


Wollte man abermals Verbesserungen berechnen, so kénnte man die 


: der 6ten Dezimale. 


alten unterscheiden. Die Verbesserungen sind kleiner als eine Einheit - 


4 


' 
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Eine der beiden Unbekannten zu eliminieren und die resultierende 
Gleichung vierten Grades zu lésen, wire weitlaufiger. Im Gegenteil hat 
man zur Auflésung der Gleichungen dritten und vierten Grades mit einer 
Unbekannten auch wohl den Weg eingeschlagen, durch passende Ein- 
fiihrung einer zweiten Unbekannten die Aufgabe auf die Berechnung der 
Schnittpunkte von Kurven zweiten Grades zuriickzufiihren. 


Ist av+betert+tdx«te=0 


die Gleichung vierten Grades, so kann man eine zweite Unbekannte y 
durch die Gleichung 


ie 
ay gig pend ae 


definieren und dadurch die erste Gleichung auf die Form bringen: 


b? 
ay? +(c i {)etdete=0. 
Die Definitionsgleichung von y stellt, wenn man « und y als recht- 
winklige Koordinaten auffaft, eine Parabel dar, deren Achse der y-Achse 
parallel ist und deren Schnittpunkte mit der x-Achse bei x = 0 und 
b 
Dimas = hiegen. Fir die verschiedenen Werte von a und 0 bleibt die 
Parabel sich immer kongruent. Wenn man also auf durchsichtigem 
Papier die Parabel a? = y ein fiir allemal aufzeichnet, so braucht man 
sie nur entprechend den Werten von a und 6 an ihre Stelle zu schieben. 
Die zweite Gleichung stellt eine Ellipse oder eine Hyperbel dar, wenn sie 
tberhaupt fiir reelle Werte von w und y zu befriedigen ist. Der Mittel- 
punkt liegt auf der x-Achse bei 
2ad 
ee 
b? —4ac 
Beispiel: 
g@+t+20—5e4+38e2—7=0. 


An die Stelle der einen Gleichung treten die beiden 


Od 


etxe=y 
yz=—o6e+3e4—-7=0. 


Die zweite Gleichung werde auf die Form gebracht: 
y? — 6 (x — 0.25)? — 6.625 = 0. 
Sie stellt eine Hyperbel dar mit den beiden Asymptoten 
y = + V6 (aw — 0.25) 
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Die beiden Scheitelpunkte liegen auf beiden Seiten der w-Achse im 
- Abstand |/ 6.625. 

Eine oberflachliche Zeichnung lehrt sofort, da’ nur zwei Schnitt- 
punkte vorhanden sind. Die Abszisse des einen ist nahe bei v = + 1.6. 
Der andere Schnittpunkt liegt in einem Teil der Hyperbel, wo sie sich 
schon einigermafen an die Asymptote 


y = —V6 ( — 0.25) 
anschmiegt. Der entferntere Schnittpunkt dieser Geraden mit der Parabel 
x* + x = y hat nahezu die Abszisse — 3.6. Mit diesen beiden Naherungs- 
werten kehrt man nun am besten zu der Gleichung vierten Grades zuriick 
und wendet das Newtonsche Verfahren an. Man findet die genaueren Werte 


x = + 1.61338 
x = — 3.70545. 

Es lohnt sich nicht, fiir die Kurven mehr als eine oberflachliche 
Zeichnung zu machen. Denn sobald es sich um genauere Werte handelt, 
ist die Rechnung sehr viel schneller ausgefiihrt als eine sorgfaltige Zeich- 
nung in gréBRerem Makstabe. Fiir eine erste Ubersicht kann dagegen eine 
Zeichnung gute Dienste leisten. 

Bei der Aufzeichnung der Kurven ist es bisweilen empfehlenswert, 
andere Veranderliche einzufiihren. a 

So wiirde man z. B. eine Gleichung 

ax yi + ba y= 4, 
durch Einfiihrung der neuen Veranderlichen 
E — a" y® 
We qt y", 
indem man & und 7 als rechtwinklige Koordinaten auffa8t, durch die 
gerade Linie 
aé+tbyn=t1 
darstellen kénnen. Zu jedem Wertepaar &, 4% gehéren dann die Werte 
1 


a = (& gat ytice ts 

eae 

Ga (St pica 
die man logarithmisch zuberechnen haben wiirde, es sei denn, da man auch 
in der zweiten Gleichung die Veranderlichen € und 7 zweckmafig einftthren 
kénnte.—Oft kann man die Logarithmen der Veranderlichen mit Vorteil statt 
der Veranderlichen einfiihren, wovon im nachsten Paragraphen die Rede ist. 
Die von C. F. GauB*) erwahnte Aufgabe der Schiffahrtskunde labt 


sich zweckmafig in ahnlicher Weise behandeln. An drei Punkten (1), (2), 


*) GauB, Werke Bd. IV S. 407. 


Runge, Praxis der Gleichungen. 9) 


' 
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(3), welche in einer geraden Linie 1 und in bekannten Absténden vonein- | 


ander, A von (1) nach (2), B von (2) nach (3) liegen, sind die Winkel 3, 3’, 
#' zwischen zwei Zielpunkten (4), (5), deren gegenseitiger Abstand = 2 ¢ 
ebenfalls bekannt ist, gemessen; man verlangt die Lage der drei ersteren 
Punkte gegen die beiden letzteren. Die drei Winkel 8, 0, 3’ bestimmen 
drei Kreisbogen als geometrische Orter fiir die Punkte (1) (2) (3). Die Kreis- 
_¢ 


c 
bégen verbinden die Punkte (4) und (5) und haben die Radien 5 Sn #’ sin 0” 


an} Zeichnet man sich diese drei Kreisbégen auf und merkt auf dem 
gerade abgeschnittenen Rande eines Papierstreifens die gegenseitige Lage 
der drei Punkte (1) (2) (3) an, so ist durch Hin- und Herschieben schnell 
eine Lage des Papierstreifens gefunden, fiir welche die drei Punkte auf 
die zugehdrigen Bégen fallen. Es sind offenbar je zwei Lagen méglich, 
symmetrisch zu der Geraden, welche die Verbindungslinie von (4) und (5) 
senkrecht halbiert. Sie unterscheiden sich dadurch, da’ die Punkte (4) 
und(5)in der einen Lage zuder Richtung 1, 2, 3 anders liegen als in derandern. 

Handelt es sich um gréBere Genauigkeit, so wird die Zeichnung nicht 
ausreichen. Man kann dann aber die durch die Zeichnung gefundenen 
Werte durch Rechnung verbessern. Als Unbekannte mégen eingefiihrt 
werden erstens, die Koordinaten des Punktes (2) und zweitens der Rich- 
tungswinkel der Richtung 41 2 3, d.i. der Winkel, den diese Richtung mit 
der Richtung der positiven x-Achse macht, gemessen von der positiven 
x-Achse aus in dem Drehungssinn, der durch 90° zur positiven y-Achse 
fiihrt. Die Koordinaten der Punkte (1) (2) (3) sind alsdann 


(14) :2— A cos.9, y — A sin » 
(2) :@ y 
(3):2+ Boos, y+ Bsin q. 
Werden die Koordinaten des Punktes (4) mit p, g, diejenigen von 
(5) mit r und s bezeichnet, so erhalten wir fiir die drei Unbekannten die 
Gleichungen 


gq —2 A sin s—y+ Asin 
arets = aoe ae arc tg —— : ae O*) 
“p—x2+Acos y °r—a+ A cos 
ey —y 
Aik Soe — are tg — Ve 
p—2 r— 2% 
g—y—Bsin s—y—B8sin 
aretge— e u arc tg i LEC 
p—«x—B cos p rt ——B tos 


*) Unter ist hier, wie die linke Seite der Gleichung angibt, die Drehung 
verstanden, die von der Richtung 15 in die Richtung 14 fiihrt und je nach dem 
Drehungssinn positiv oder negativ gerechnet wird. Das Analoge gilt von # und #”. 


= 


Lye ee ey 


D des > eh 
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Diese drei Gleichungen werden durch die mit Hilfe der Zeichnung 
gefundenen Werte von z,y,m im allgemeinen nicht genau befriedigt. 
Die Differenzen der linken und rechten Seiten mégen mit ¢, e’, e”’ be- 
zeichnet werden. Sind nun dz,dy,dq die Verbesserungen der ge- 
fundenen Werte und vernachlassigt man die Glieder zweiter Ordnung . 


in dz, dy, dq, so ergeben sich fiir diese Verbesserungen die drei line- 


aren Gleichungen: 


a (dx+Asingdy)—b (dy—Acospdy)+e =0 
a dx —b' dy +e. =0 
a’ (dx—Bsin pd gm) —b’ (dy + Boosgpd)+e” =0, 


wo 
ae sin (144) sin (15) i cos (14) — cos (15) 
14 its? 14 15 
ice sin (24) — sin (25) aa cos (24) cos (25) 
24 Vea 24 25 
tas sin (34) sin co) ee cos (34) cos (35) 
34 Sona 34 SO 


Dabei ist (14), (24) etc. .. geschrieben fiir den Richtungswinkel der 
Richtung vom Punkte (1) zum Punkte (4) etc. und 14, 24 etc. fiir die Ent- 
fernung zwischen den Punkten (1) und (4) ete. 

Nachdem auf diese Weise die verbesserten Werte x +dz, y+ dy, 
g + dq gefunden sind, berechnet man zur Kontrolle noch einmal die 
Winkel 415, 425, 435. Ergeben sie sich noch immer nicht ganz gleich 
0, 3}, &’, so berechnet man noch einmal Verbesserungen da, dy, d q, 
wobei aber e, e’, e’’ zu ersetzen sind durch die zuletzt gefundenen. Ab- 
weichungen von #, 0, #”. 


§ 11. Hinfiihrung neuer Verinderlicher. 


Oft kann es vorteilhaft sein, statt der urspriinglichen Unbekannten 
andere einzufiihren. So wird z. B. der Zusammenhang zwischen dem 
Druck p und dem Volumen ¢ eines idealen Gases bei adiabatischer Zu - 
standsdnderung, d.h. bei einer solchen Anderung, bei der weder Warme 
zugefiihrt noch abgefiihrt wird, durch eine Gleichung von der Form 


[VL —— 0) 


ausgedriickt, wo y und a Konstanten bedeuten. [iihrt man hier die 
Be 
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Logarithmen von p und von ¢ ein und schreibt log y = 2, log p = y, so 
erhalt man 
y=—y-«x+loga. 

Zwischen x und y besteht also eine lineare Gleichung, die. sowohl 
fiir die Rechnung wie fiir die graphische Darstellung bequemer ist als die 
urspringliche Form. 

Die Energie J der Strahlung eines absolut schwarzen Kérpers ist 
als Funktion der Wellenlange 2 und der absoluten Temperatur # durch 


die Formel 
nls 
J=ai—®e ** 


darstellbar, wo a und 6 Konstante bedeuten und e die Basis der natiirlichen 
Logarithmen ist. Dabei ist vorausgesetzt, da8 wir uns auf einen solchen 
Bereich der Wellenlangen und Temperaturen beschranken, wo A @ einiger- 
mafwen klein gegen b ist. 

Fiihrt man hier als neue Veranderliche die GréfSen ein: 


log A= 
| 
4 eet 
log J = Zz, 
so hat man: 
z2=—5x—b-loge-y+loga, 


d. h. es wird z eine lineare Funktion von x und y. Fir gegebene 
Werte von 4 und #@ lassen sich die Werte von x und y unmittelbar be- 
rechnen; aber auch umgekehrt findet man aus x und y die Werte von 


ui 
Aund #, indem man zuerst A aus x berechnet und dann # = -—— hat. 


Ay 
Sind z. B. fiir die Wertsysteme /, 0, und A, #, die Strahlungs- 
Energien J, und J, gemessen worden, und sollen nun daraus die beiden 
Konstanten a und b berechnet werden, so berechne man a, y, 2, und 25 Yp 2, 
und schreibe loga = A, bloge = B. Dann hat man fiir A und B die 
beiden linearen Gleichungen 


A. — By) oy — == 0 
A —By, —5 % — 2% = 0. 


Sollen A und B nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den 
Beobachtungen der Energie fiir mehr als zwei Wertepaare A, @ berechnet 
werden, so ist zu beriicksichtigen, daB, wenn die verschiedenen Betrage 
der Energie mit gleicher wahrscheinlicher Genauigkeit beobachtet sind, 
die Fehler der entsprechenden Werte von z ungleiche wahrscheinliche 
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ros, gh 
Genauigkeit haben. Denn da log J = z, so hat man loge - es =dz. Man 


mu8 also einen Fehler von z mit dem betreffenden Werte von J multi- 
plizieren, damit der Fehler des Produktes immer die gleiche Wahrschein- 
lichkeit_ habe. So ist daher, wenn 


A —By, —5 %, —2, = &, 


die Fehlergleichungen sind, nicht die Summe der Quadrate der ¢,, sondern 
die Summe der Quadrate von J, ¢, zu einem Minimum zu machen oder, 
wie es nach Gaufi heifit, der Fehler ¢, mu’ das Gewicht J; erhalten. 


§ 12. Das Verfahren der Iteration. 


Ein anderes Verfahren, nach und nach immer genauere Werte der 
Unbekannten zu finden, 1a%t sich ahnlich wie bei Gleichungen mit einer 
Unbekannten anwenden, wenn die Gleichungen auf die Form gebracht 
werden: 

c= @ (zy) 

y= pry), 
und wenn dabei g und y nur langsam mit x und y veranderlich sind. 
Bezeichnen namlich a und b Naherungswerte fiir die gesuchten Unbe- 
kannten z und y, so wird ein besseres Paar von Naherungswerten a, b, 
gefunden, indem man a und bd auf den rechten Seiten einsetzt. , 

ay cay (a, b) 

by a WG b): 

Mit a,,b, kann man dann ebenso verfahren und ein drittes Werte- 
paar a,b, berechnen und damit so Jange fortfahren, bis schlieBlich kein 
wesentlicher Unterschied mehr zwischen den aufeinanderfolgenden Werte- 
paaren besteht. Man iiberzeugt sich in der folgenden Weise davon, in- 
wiefern die Naherungswerte immer bessere werden. Bezeichnen namlich « 
und y die Unbekannten selbst, so ergibt sich durch Subtraktion der beiden 
Gleichungen : 


die Gleichung: 

a —d, = y (wy) —@ (ab) 
und in analoger Weise 

y—b, = p (xy) — p (a8). 
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Man kann nun nach dem Taylorschen Lehrsatz die rechten Seiten 
umformen und schreiben 
L— Ay = Y(t — a) + Pz (y —4) 
y —b, = yp, («© —a) + Ye. (y —4), 
wo’ @, und y, die partiellen Ableitungen nach 2, mg, und y, diejenigen 
nach y bedeuten. Die partiellen Ableitungen haben wir uns fiir Werte 
der Veradnderlichen genommen zu denken, die zwischen a und x und 
zwischen b und y liegen. Fiir die absoluten Betrage | « —a, |, | y —),| 
usw. folgt aus diesen Gleichungen: 


a Oy SP esa pt oe | 
ly—2 |S] Yi]: |e@—a| +] %l -|y—2] 
und daraus durch Addition: 
[aa | 4 1y —o;| = (ei) + 1% |)- |e] 
> + ([ Po.) +{ Yel) -ly—d|. 
Sind nun | g,| + |w%,| und | g,| + |y.| nicht grédBer als ein 
echter Bruch m, so ist 
|e —a,|+|y—h|Sm(|x—a| +|y—6))) 
und folglich wird man dem gesuchten Wertsystem x, y bei fortgesetzter 
Rechnung beliebig nahekommen. Nach n-Schritten hat man: 


fo—a,| +] y—b, |< m™ (|e—a] +|y—d)). 


Dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf Gleichungen mit 
beliebig vielen Veranderlichen ausdehnen. 


CN AG Yeas e 0) 
Y = §(%,Y, 2...) 


AN Gh ee Ae 2 


Sobald die rechten Seiten sich nur langsam mit den GréBen a, y, z...w 
andern, kann man aus einem System von Naherungswerten ein besseres 
dadurch ableiten, da man das erste in den rechten Seiten der Gleichungen 
einsetzt. 


§ 13. Anwendung auf lineare Gleichungen. 


Auch bei linearen Gleichungen lat sich das Verfahren der Iteration 
bisweilen mit Vorteil verwenden. 


% 


‘ 
: 
; 
a 


she Es seien z. B. dic drei fataren aie zu losen: 


ae 8 +.0.03 y + 0.06 2. = 12 
: —O0.0l%a+ 5y—0.02z=10 
0.022+ 0.002y— 42=8. 


In der ersten Gleichung sind y und z mit deinen Koeffizienten multi- 
pliziert. Schreibt man daher die Gleichung in der Form 
x= 4—0.01 y — 0.02 z, 


a. f so andert sich die rechte Seite nur langsam mit yundz. Das Analoge gilt 
von den andern beiden Gleichungen, wenn sie in der Form geschrieben 
werden: 


Be y= 2+ 0.002% + 0.004 z 
a z=— 2+ 0.005 x + 0.005 y. 
Se Man gehe von den Naherungswerten «= 4, y = 2, z = —2 aus. 
Be - ts y z 
Bene 1. Naherungswert + 4 +2 —2 
4 nao : yey, 52107 
: 3. is + 4.0194 -+ 2.00016 — 1.9699. 
= usw. 


Man kann die Rechnung auch so ausfiihren, da®B man die Gleichun- 

gen aufstellt zwischen den Verbesserungen, die von einem System von 

, _ Naherungswerten zum nachsten fiithren. Sind a, y, z die Naherungswerte, 
die sich nach r-Schritten ergeben, so ist 


= 7 t, = — 0.01 (FY) e002 (2 > soo opean) 

Eis ee Oe ea = + 0.002 (pe ary 8) +. 0.004 es. => By) 

s opt A = ae ais 0.005 (ap — Cp 1) ae 0.005 (Y, SU 4): 

Ss r | Ur 1 — Ly Yr 4a — Yr Sy +1 Sr 

0 + 0.02 0. + 0.03 

eat — 0.0006 + 0.00016 + 0.00010 

oe 0.00000 0.00000 + 0.00000 
4 Fiir r = 1 ergeben sich hiernach schon die ersten 5 Dezimalen richtig. 
Ke / Ly — Ly = 0.01940 4. —yo = 0.00016 2, —% = + 0.03010 

eo Lp. = 4 IPE A aaeal eo 

4.01940 2.00016 — 1.96990. 


Die Rechnung kann manchmal mit Vorteil auf noch etwas anderem 
 Wege ausgefiihrt werden, der besonders fiir die Gleichungen, die bei der 
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> 
Sind 
aqxex+by+oq2+d,=0 
act by t+oz2t+d, = 
a,” + bsy + ¢32 +d3 = 0 


die gegebenen Gleichungen und sind 2, y,, z,; Naherungswerte der Unbe- 
kannten, so setzen wirdie Unbekannten ag, y, z selbst gleich w, + h, y, + , 
Zz, +1. Dann werden die neuen Unbekannten h, k, 1 den Gleichungen 
genugen: 


aqh+bjk+oql+d,=0 
adgh+b,k + co,1+ d,=090 


dgh + bsk + e314 d; = 0. 


Die Koeffizienten a,, b, etc. bleiben also dieselben, nur die Glieder 


d,, d,,d, sind andere geworden und zwar ist 
dy=d+a%+ 54,444 
dy = dz + Ay ty + by Yy + Cy 2 
ds = ds + dg 2 + bg yy + Cg %- 


Man braucht also nur diese zu berechnen, um die Gleichungen, denen 
h, k, | geniigen, zu erhalten. Wenn man nun irgendein Prinzip hat, fir 
die Gleichungen in ihrer ersten Form Naherungswerte 2,, y;, 2, der Unbe- 
kannten x, y, z zu finden, so kann man dasselbe Prinzip auf die Gleichungen 
in ihrer zweiten Form anwenden. Sind hy, k,, 1, Naherungswerte der Un- 
bekannten h, k, 1, so setzt man wiederh =h, + u, k=k, +0, l1=)+0 
und leitet fiir u, ¢, w~ neue Gleichungen ab, bei denen wieder nur die von 
u, ?, W unabhangigen Glieder neu berechnet zu werden brauchen usw. Sind 
die Naherungswerte gut, so miissen die von den Unbekannten unabhangi- 
gen Glieder fortgesetzt kleiner und kleiner werden und damit werden auch 
die jedesmaligen Verbesserungen kleiner und kleiner. Man braucht nun 
bei der Rechnung die unverandert bleibenden Koeffizienten nicht wieder 
hinzuschreiben, sondern hat nur nétig, auBer der Berechnung der GroSen 


d,d, ds, usw. iiber die Naherungswerte Buch zu fihren, deren Summen 
dann die gesuchten Werte schlieflich mit jeder gewiinschten Genauigkeit 
geben. Sind z. B. die Koeffizienten a,, b,, cz gegen die Koeffizienten 
by, Cy, 4a, Cg, G3, bs gro’, so kann man in dem ersten System die Naherungs- 
werte 21, Yj, 2, 80 wahlen, da8 


dy X + dy, bd, y, + dy, Cg % + ds 


kleine Werte erhalten. Ebenso nimmt man dann im zweiten System die 
Niiherungen h,, k,, l,, so dab 
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ay hy ev, by ky + de, Ggly ids 


Klein werden usw. 
Das oben auf anderem Wege behandelte Beispiel wiirde sich auf 
folgende Weise berechnen lassen: 


3x2 + 0.03 y + 0.06 z—12 =0 
—0.01% + 5y—0.022.—10=0 


0,02 es 0.02 y = hie =e == 0; 

d, dy ad, x Set) zZ 
2249 HG £28 th Ber) ete> 
ae) SEGA + 0.08 
+ 0.06 +. 10 + 0.04 
ema (AD, FES AYA zg 
ee ().06 0 + 0.12 20) 0 i+ 0.03 
+ 0.06 =-~0.0002>_ | = 0.0004 
+ 0.0018 — 0.0006 |—0.412 | 
+ 0.0048 — 0.0008 |+ 0.0004 || — 0.0006] 0.00016 |+ 0.0004 
— ,0.0018 + 0.000006 | — 0.000042 
+ 0.0000048);-+ 0.0008 | + 0.0000032 
+ 0.000006 |— 0.000002 | — 0.0004 
+ 0.0000108' + 0.000004! —0.0000088, d 

| Summe: || + 4.0194 |+ 2.00016 |— 1.9699 


- Unter dem ersten horizontalen Strich stehen links die Zahlen — 42, 
—10, —8, rechts die ersten N&aherungswerte 2, = +4, y, = + 2, 
Z, = —2. Dann folgen links in der nachsten Reihe die Werte von ay, 2, 
Gy XL1, Az Ly, 1 der folgenden Reihe die Werte von b, y4, by y, 93 y, und in 
der dann folgenden die Werte von c, 2), Cz 2, C32,. Unter dem zweiten 


horizontalen Strich stehen links die Summen d, = — 0.06, d, = 0, ds = 
+ 0.412. Das sind zugleich die Werte, welche die linken Seiten der drei 
Gleichungen fiir 7 = x%,, y = y,, 2 = 2, annehmen. Rechts stehen dann 
die Werte h,, k,, |, usw. Unter dem dritten horizontalen Strich stehen 
links die Zahlen + 0.0018, — 0.0008, + 0.0004. Das sind die Werte, 
welche die linken Seiten der Gleichungen in h, k, | fir kh =h,, k = ky, 
1 =1, annehmen, oder welche die linken Seiten der ersten Gleichungen 
fir 2z=2, +h, y=y,+h, 2=2, +1, annehmen. Unter dem vierten 
horizontalen Strich stehen die Werte, welche die linken Seiten der ersten 
Gleichungen fir v=27, +h, +4, y=ythte, 2=y4+4h,4% 
annehmen. 


“ 
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Wenn die Werte d, d, d; beobachtete GroBen sind, von denen man 
annimmt, da’ sie mit einem gewissen Fehler . behaftet sein kénnen, so 
wird man die Annaherung nur etwa so weit treiben, bis die linken Seiten 
der Gleichungen unter den Fehler von d,, d,, d; herabgedriickt sind. Denn 
dann wiirden bei dem Spielraum, der fiir die wahren Werte von d, d, dg 
zugelassen ist, die Werte der linken Seiten in Wahrheit schon Null sein 
kénnen. Es wiirde daher keinen Sinn haben, die Annaherung viel weiter 
zu treiben. 

Wenn die Koeffizienten b, cy, dy Cy, 4363 nicht klein sind gegen 
a,, b9, C3, SO kann man zundchst dadurch, dafi man eine Gleichung mit 


einem geeigneten Faktor multipliziert, von den andern abzieht, und da-- 


durch, daf8 man neue Veranderliche einfiihrt, die betreffenden Koeffizienten 
herabdriicken, ehe man das eben beschriebene Verfahren anwendet. 


Li. 3.45 x —1.22 y + 2.73 2 + 10.23 = 0 
1.78” +516y —1.35z— 5.33 = 0 
2.34 4 —2.73y+4.712+ 9.54 = 0. 


Statt x werde die Verdnderliche 2’ = « —0.3 y + 0.82 eingefihrt. 
Dadurch gehen die Gleichungen iiber in: 


3.45 «’ — 0.185 y — 0.030 z + 10.23 = 0 
1.78 2 + 5.694 y — 2.7742 — 5.33 = 0 
2.31 x — 2.037 y + 2.8622 + 9.54 = 0. 


Jetzt werde die erste Gleichung erst mit 0.5 multipliziert und von 
der zweiten Gleichung abgezogen und dann mit 0.7 -multipliziert und von 
der dritten Gleichung abgezogen. Dadurch gehen die Gleichungen iiber in: 


3.45 «2 —0.185 y —0.030z + 10.23 =0 
0.055 wv’ + 5.7865 y — 2.759 z — 10.445 = 0 
— 0.105 x’ — 1.9075 y + 2.883 24+ 2.379 = 0. 


Auf diese Weise sind die Koeffizienten der Unbekannten in der ersten 
Reihe und in der ersten Kolonne herabgedriickt. In dhnlicher Weise wird 
nun auch der Koeffizient von zin der zweiten Gleichung und der Koeffizient 
von y in der dritten Gleichung vermindert. Zu der zweiten Gleichung 
addieren wir die dritte. Das gibt: 


3.45 2’ —0.485 y —0.030z 4+ 10.23 =0 
—0.05 x + 3.879 y+ 0.124z— 8.066 = 0 
— 0.105 x’ — 1.9075 y + 2.883 2+ 2.379 = 0. 


Endlich fiihren wir statt z die neue Verdnderliche z’ = z —0.7 y ein 
und erhalten somit: 


> RS ee , 
13. Anwendung auf lineare Gleichun 


3.45 ‘x’ — 0.206 y — 0.030 2’ + 10.23 =0 


Ingen. 


Sa) 0,05 2! + 3.9658 y + 0.1242’ — 8.066 = 0 
| — 0.105 a’ — 0.1106 y + 2.883 2’ + 2.379 = 0. 


Jetzt kann das oben beschriebene Verfahren mit Vorteil angewendet. © 


werden: 
Ao y" Zz 
10.23 — 8.066 270) (eke 135) —0.8 
— 10.35 sO) eiey + 0.315 
— 0.412 = GS BYING ==) DOWD 
0.024 — 0.0992 — 2.3064 
— 0.508 — 0.0836 + 0.1664 -— 0.2 e= 0.02 — 0.05. 
0.690 (kG) — 0.0210 
0.00412 | + 0.079316 — 0.002212 
0.0015 — 0.0062 — 0.14415 
0.17938 | —0.020484 | —0.000962 || — 0.05 
0.1725 | + 0.0025 + 0.00525 
0.00688 | — 0.017984 | + 0.004288 | + 0.004 
0.000824 | + 0.0158632 | — 0.0004424 
9.006056 | — 0.0021208 | + 0.0038456 


es abzuleiten. 


-geandert worden. 


Bei den letzten beiden Schritten ist nur je eine der Unbekannten 
Das kann mitunter zweckmafig sein, wenn die von 
dieser Unbekannten in den andern Kolonnen herriihrenden Produkte 
 erheblich sind. Beim vorletzten Schritt z. B. ist das Glied, das in der 
_. dritten Kolonne vom Naherungswert — 0.05 herriihrt, gleich + 0.00525, 
tiberwiegt also das urspriingliche Glied — 0.000962. Es wiirde also keinen 
Zweck gehabt haben, aus diesem einen Naherungswert in der Kolonne 2’ 


: P | a y z 
~ + 0.006056 | —0.0021208 | + 0.0038456 || — 0.002 | — 0.0005] — 0.004 
~ 0.00690 |+ 0.00010 | +0.00021 | 

~ — 0.000103 | + 0.0019829 | — 0.0000553 

~ + 0.00003 | —0.000124 | —0.002883 
~ —-0.000917 | — 0.0001619 | + 0.0011173 | + 0.0003. — 0.0004 
> + 0.001035 |— 0.000015 | —0.0000315 
+ 0.000012 | — 0.0000496 | —0.0011532 
; + 0.000130 | — 0.0002265 | + 0.0000674)/, 

Pee Summe: || — 2.8517 | + 2.0245] — 0.8514 


Wie a ees ae ee > “2 to ‘ - 
a6 Rae Ee Sah eats AES nts Sel, ae Pipe ioe ee ete ee Nt eae) there 
eae rh OS mitt <P Se od bee a f rey: Pee ' pert at! fn pe 
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Die Rechnung ist hier ohne alle Hilfsmittel ausgefiihrt. Solange die 
Anderungen der Unbekannten bei jedem Schritt nur in einer Ziffer vor- 
genommen werden, gewadhren die rechnerischen Hilfsmittel kaum eine 


wesentliche Hilfe. Das Verfahren ist, wie man sieht, ganz ahnlich der. 


gleichzeitigen Ausfiihrung dreier Divisionen, nur da’ jeder Divisor auch 
in die anderen beiden. Rechnungen hineinspielt. Die Zahlen, die beim Ab- 
brechen der Rechnung links vorhanden sind, hier: 


+ 0.00013, —0.0002265, + 0.0000674 


spielen eine ahnliche Rolle wie der Rest bei der Division, und wie bei der 
Division kann man die Probe auf die Rechnung machen. Von den gefunde- 
nen Werten von z’y’z’ muf man nun noch zu den gesuchten Werten 
von xyz aufsteigen, indem man die Gleichungen 

e=a2—0.3y+ 0.82 


rd 


| ay eee ORY BY) 


beriicksichtigt. 
Das Verfahren laft sich ohne weiteres auf Gleichungen mit beliebig 


vielen Verdnderlichen ausdehnen. Gerade wenn die Anzahl der Verinder- ~ 


lichen sehr gro8 wird, ist das Verfahren bequem zu verwenden. Besonders 
empfiehlt es sich ftir die Gleichungen, die bei der Anwendung der 
Methode der kleinsten Quadrate auftreten. Sind 


acr+by+-"-+hti4+h=4, 
dgx+boy+---+ht+h=e 
Oy + bn y bos oe het A ne, 


die Fehlergleichungen, so wird die Summe der Fehlerquadrate [¢ ¢] ein 
Minimum, wenn a, y,...,¢ den Gleichungen geniigen: 


faajx+ [ably+---4+ [ak]t+ [al] =0 
fabjx+ [bbljy+---+ [bk] t+ [61] =0 


[hala+[kb]y+---+[kk]t + [kl] =0 


Die eckige Klammer bedeutet dabei, da’ die Summe iiber allen Pro- 
dukte genommen werden soll, z. B.: 


[a b] = a, by + dg bg + +++ + Gy dn. 


Die Gleichungen, denen z, y,...¢ geniigen, konnen auch in der Form 
geschrieben werden: 


[asP=O0/b ce) = 6,4: [kee o 


Ses i 


Fae 
NY 


§ 13. Anwendung auf lineare Gleichungen. Get 


Ersetzt man in der Summe der Fehlerquadrate [e ¢] jedesmal das 


eine e durch seinen Ausdruck in 2, y,...t und beachtet die Gleichungen 
[ace] =0, [be] =0 usw., so nimmt die Summe der Fehlerquadrate die 


Gestalt an: 


[ee] = [Le] = [all]e+ [bl]y+---+ [kl]tt [11). 

Wenn man nun statt einer der GréBen a, y,..., ¢, z. B. statt x eine 
andere GroBe h = x — 2, einfiihrt, wo 2, irgendeinen festen Wert be- 
zeichnet, so gehen die Fehlergleichungen in die Form tiber: 

Gh hyper spe tal = e, 
wol=l+a x. Die Gleichungen, denen dann h, y, . . ., ¢ geniigen miissen, 
damit [e ¢] ein Minimum wird, werden: 
[aa]h+ [ably+---+[ak]e+ [al]=0 
[ba]h+ [bb]y+---+ [bk] t+ [bl] =0 


[ka]h+ [kbly+---+[kk]t4 [kl] =0 
und zugleich wird 
[ee] = We] =[alla+ [bl]y +--+ + [kljt+ 0); 
dabei ist 
[al] = [al] + [aa] a, [01] = [b1] + [ba] ay, 
+++ [kl] = [kl] + kala, 
und 
[/1] = [12] + 2 [al], + [ea] 2? 
=[l1]+ [al] + [al] x. 


Wenn man 2, so wahlt, dab [a 1] verschwindet : 


so wird: 
—- [al]? 
et A 


Mithin ist dann [l i] kleiner als [//], und es wird auch dann kleiner 


als [11] bleiben, wenn [a1] zwar nicht Null, aber doch sehr klein gemacht 
wird. 

Diese Wahl von 2, ist dieselbe wie bei dem oben beschriebenen Ver - 
fahren zur Auflosung linearer Gleichungen. Man tut nun gut, zugleich mit 
den Gréfien [a 1), [b1],..., [kl], deren Berechnung nach dem beschriebe- 


nen Verfahren allein in Frage kimey auch den Wert [L 1] = [ll]+ [al] 2, 
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+ [a q] a, zu berechnen und dadurch bei jedem Schritt zu konstatieren, 
auf wieviel sich die Summe [J] vermindert hat. Jeder Schritt wirde 
nach dem Schema ausgefiihrt werden: 


(al, [bth ... L, Of m 

[aay ey, [EA] By oe Wee bay eae | 
Ta] m,| 

fa Epos Wel) 88 Shes eh aed eae 


Das Verfahren vermindert die Zahlen [al], [b/],... [Al], [Ll] mehr 
und mehr und nahert [1/1] mehr und mehr dem Minimumswert von [e ¢ ]. 
Das folgende Beispiel bilden 6 Normalgleichungen, die einer Stationsaus- 
gleichung entnommen sind. 


18 ~— 56 y+ 8 2 ol 9+ 5 w— 94:83=0 
— 5 ~ta yt 4,2— w+ y Se ao, == 0) 
— 8 e+ 4 yt 27 2z— 5 ut 7 6+ 5 w— 118.9=0 

— y— 5 2+14 w+ 6 # = 495=0 
e+ yt 7 2+ 6 u+20 +-— 3 w— 63.9=0 
ay oe = eee eZ, ts Ue One Vi ae) nO) 


—91.84— 3.6y— 118.9 z— 49.5 u — 63.9 9 —75.5 w + 1856.1 = [ee]. 
Die Rechnung ist auf den Seiten 79 und 80 ausgefiihrt. 
Es hat kaum einen Zweck, noch weiter zurechnen, da die Zahl 501.415 
nur noch um einen unerheblichen Betrag von dem Minimumswert von [é e] 
entfernt ist. Die beim letzten Schritt eingefithrten Unbekannten erreichen 
absolut genommen etwa die Grenze 0.1. Bezeichnen wir sie mit a, f, y, 
6, €, €, so ware nach dem Obigen 


+04a+028 +01 »—086+41.7¢ +04 + 50115 = [ee]. 


Mithin erreicht der Unterschied zwischen 501.15 und [¢ €] nicht die 
Grobe 0.33; denn das ist der 4uBerste Wert, den 


01a +026 +01 y—086+1.7¢6+04E 


annehmen kann, wenn a, f, y, 0, ¢, € absolut genommen nicht gréfer als 
0.1 sein kénnen. 
Bricht man die Rechnung hier ab und setzt demnach 


== =i 8g = oh O12 ea eee 
g=+ 2.6, 9 = +79, 
so hat die Summe der Fehlerquadrate den Wert 501.15, was dem Mini- 
mumswert sehr nahekommt. Ja man sieht, da® kein wesentlicher Nachteil 
damit verbunden ware, die Rechnung schon weit eher abzubrechen. Nur 
die ersten Schritte setzen die Summe der Fehlerquadrate betrachtlich 
herab, Nachher vermindert sie sich nur verhaltnismaSig wenig. 
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IV. Abschnitt. 
Ganze rationale Funktionen einer Veriinderlichen. 


§ 14. Berechnung einer ganzen rationalen Funktion. 


Die Auflésung einer Gleichung f(x) = 0 lauft, wie im § 5 gezeigt 
wurde, auf eine wiederholte Berechnung von f(x) hinaus. Dies ist bei der 


S Bestimmung der Wurzel oder der Wurzeln die wesentlichste rechnerische 
Arbeit. Es sollen in diesem Paragraphen einige Kunstgriffe auseinander- 


gesetzt werden, welche die Rechnung erleichtern fiir den Fall, da8 es sich 


um ganze rationale Funktionen handelt, d.h. um Funktionen, die aus 
einer Summe von Gliedern bestehen, von denen jedes das Produkt einer 


positiven oder negativen Konstanten in eine ganze positive Potenz von x 


ist. Die Form ist also diese: 


Ao gt — nF ght st Ay gh—2 Cr aS Og on Lie a, 


Um diese Funktion fiir irgendeinen Wert p zu berechnen, kann man 


zweckmaBig folgendermafien verfahren. Man berechnet nacheinander die 


= Groen b,, Ds b se Ding wo. 


Py 


a3 


bh =QP+y 
by = by p + ay 
bs = by p + ay 


Dn rs Dy —4 P + Gy. 
Dann ist, wie man sogleich sieht, b, der gesuchte Wert. Denn es ist 


by =D, p + dy = Ay p®? + a, p + Ay 
b, = by p + dg = Ay p*® + a, p? + a, p + a; 


bn= bn—1 P + Gn = dp p” + a p’—* oe + an 
Man tut gut, nach folgendem Schema zu verfahren: 
Gy Oy 60s = PS Ont,” «On 
ap b,p bn—2p bn—1p 
Ce ape ea baa 


Runge, Praxis der Gleichungen. 6 
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Es ist dies eigentlich nichts anders als ein Schema fiir die Division von 
My x" + a, e"—-1+---++ a, durch x—p, das in etwas ausfihrlicherer 
Form geschrieben, so lauten wiirde: 


x—p Ay X” + a, grt te-+ + an Ay e°—1 + Db, a" —2 4 +> + On 
Ay 0 — pa x—1 


b, xr 1 
b, gr—1__ p b, gn—2 
bs gr—2 
bn. 
Die Gré8en ay b, by. ... bn—1 sind die Koeffizienten des Quotienten 


und bp ist der Rest. 

Wenn die Genauigkeit des Rechenschiebers ausreicht, so ist die 
Rechnung besonders bequem, weil die Multiplikationen alle mit demselben 
Faktor p auszufiihren sind, die alle bei derselben Stellung des Schiebers 
abgelesen werden kénnen. 

Beispiel: 

f(x) = 5.47 #§ — 3.38 a4 + 2.57 a + 10.24 2? — 6.23 x + 5.43 = 0. 
p= 0.93 


5.47 —3.38 +257 +1021 — 6.23. + 5.43 
+509 +4159 + 387 +1340 + 6.39 


FLU +446 41408 + 687 + 11.82=f(p) 
f (2) = + 11.82 + (w — 0.93) f, (2), 


wo f, () = 5.47 at + 1.71 2 + 4.16 2? + 14.08 2 + 6.87. 

Die Funktion f, (v) hat nur positive Koeffizienten. Sie kann also 
fiir positive Werte von x nur positive Werte haben. Daraus folgt sofort, 
da® eine positive Wurzel der Gleichung f (x) = 0 notwendigerweise kleiner 
als 0.93 sein miiBte. 

Es kann mitunter zweckmafig sein, f, (v) von neuem in analoger 
Weise zu zerlegen, indem man durch x —q dividiert. 

Beispiel: 

gq = — 0.93 
5.47 +141.714 +416 +1408 + 6.87 
—5.09 +315 — 680 —6.77 


573.98 2017 St een oe 0 
fy (2) = + 0.10-+ (w + 0.93) (5.47 a — 3.38 2? 
+ 7.31 @ + 7.28) 


t 
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und daher 
f (x) = + 11.82 + 0.10 (4 — 0.93) 

+ (4 —0.93) (x + 0.93) (5.47 2§ — 3.38 a + 7.31 2 + 7.28). 

Auf diese Weise fortfahrend zerlegt man eine Funktion in eine Summe 
von Gliedern, von denen das erste den Wert fiir « = p darstellt. Die 
Summe der-ersten beiden Glieder stellt eine lineare Funktion dar, die fiir 
“x =p und «=q mit f (x) iibereinstimmt, die Summe der ersten drei 
Glieder eine Funktion 2. Grades, die fir «= p, x =q, x =r mit f (a) 
ubereinstimmt usf.: 

f(z) =f (p) +h) (&@—p) +f, (7) (e@ —p) (& —g) 
+ fs (s) («© — p) (@ —q) (& —r) + ete. 

Aus dieser Entwicklung ergeben sich fiir / (p), f (¢), f(r), f (s) ete. 

die Gleichungen 


i (p) =f (Pp) 
iO =F Pye —P) 
Py f(p) ada (9) (ep) + fer) 7 —p) 9) 
f(s) =f (p) +h @) (8 —P) + fe (7) (s — Pp) (8 — 9) 
sofas) 45 3p) (Sg) i(s=—9)xete- 
Beispiel: 


f (x) = 7 «® —5.47 a? 4+ 3.33 we? + 1.72 x —0.15 
P= O84 0.2 ha 02s Se 30.5 t= 05 

i O24] 23.33.. - 172= = 0: OES =p) 

geek = O28 Ae, = 0.46. er = 

+44 —519 +2.29 + 2.18 =f, (q) 

—14. 0.00 + 1.04 

0.0 —519 + 3.33 =f, (r) 
+3.5 + 1.75 


+35 —3.44 = fs (s) 
ots ae 
20.0 =f, 0 
f (x) = —0.15 + 2.18 » + 3.33 x (x — 0.2) 
— 3.44 x (x —0.2) (x +-0.2) 
+ 7x (#4 —0.2) (% + 0.2) (a —0.5) (a + 0.5) 
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§ 15. Berechnung einer ganzen Funktion aus einer Anzahl 
ihrer Werte. 


Wenn von einer Funktion f (@) nicht die Entwicklung nach Potenzen 
von x gegeben ist, dafiir aber eine Reihe von Werten der Funktion f (p), 
f (q), f (r) etc. gegeben sind, so kann man die Zerlegung in die Form 


Ps Saat ge a ie ae ee 


direkt finden, indem man die Werte f, (7), f. (7) etc. aus den Gleichungen 


i (q ae (pP) +h (g) @—P) 
f(r) =f (p) +h @ @—p) +h. (7) @ — Pp) (r —9@) ete. 


berechnet.. Ist der Grad von f (x) gleich n, so mu man die Werte von 
f (x) fiir n + 1 Werte p, g, r etc. kennen, um die Koeffizienten aller Glieder 
zu finden. 

Die Rechnung kann in folgender Weise durchgefiihrt werden. Man 
schreibe die Werte p,q,7,... in eine Kolonne und ebenso die Werte 
f (p), f(g), f (7), ... und ziehe in beiden Kolonnen den ersten Wert von 
den tibrigen ab. Wenn die Kolonnen mehr als drei Zahlen enthalten, so 
schreibt man, um die Differenzen zu bilden, die ersten Glieder am besten 
auf einen Zettel, den man an den wbrigen Zahlen entlang fiihrt. So erhalt 
man die beiden Kolonnen 


ey Doe teat CA aay YD), 
ey ees Uae oe a 2) 
SS aS aa) 
etc. ete. 


Jetzt dividiert man die beiden ersten Gheder durcheinander, die 
beiden zweiten Glieder durcheinander usf. Auf diese Weise ergeben sich 
die Werte f, (q), fi (7), fr (s) ete. 

Die Kolonne dieser Werte wird dann mit der Kolonne g,7,s,... 
oder auch g —p,r —p,s—p,... wieder ebenso behandelt und ergibt 
die Kolonne f, (r), f, (s)... ust. 

Beispiel. Der Gang g eines Chronometers soll als ganze Funktion 
2. Grades der Temperatur ¢ dargestellt werden. Der Gang ist fiir drei 
Temperaturen beobachtet: 


Temperatur | Gang 
PE Poe +- 3.12%°° 
30,20 a1 sane 
Bee | = 2.52° 
Daraus 
Differenzen (Quotient | Differenzen Quotient 


8.7 14.44 + 0.128 


Sich On | — 24.7 —0.090 + 0.00365 


~ Mithin 
g = 3.42 + 0.128 (t — 21.5) + 0.00365 (¢ — 21.5) (t —30.2). 


d 
‘Man fiihrt nun besser die SPeniperatur tein, eu welche A ver- 


~ schwindet. 

a Po dg 

— a = 0.128 + 0.00365 (2 ¢ — 51.7) = 0.00365 (35.1 + 2¢—51.7) 
io = +..8.2. 


‘ - Und indem man jetzt nach Potenzen von poe. ordnet, muf die erste 
_ Potenz wegfallen: 


Be . g = 2.49 + 0.00365 (t — 8.3)?. 
eS Die Berechnung eines Wertes der Funktion f (x), die in der Form 
= f (v) =f (p) + fy (¢) (@ —p) + f(r) (@ — p) (@ —9g) +: 


__ gegeben ist, laft sich in ahnlicher Weise ausfiihren, wie wenn die Ent- 
- _wicklung nach Potenzen von x gegeben ist. Sei z. B. f (~) vom dritten 
Grade: 

¥ f (£) = dy + ag (x — p) + a, (wx —p) (@—Q) 


as + dy (x — p) (x —9) (a —r), 
ie so kann der Wert fiir = wu so gefunden werden. Man berechnet sukzessive 
a =. b, = a (u—r) + 

ze by = b, (u—q) + 

e . bz = b, (u — p) + 4g. 

a - Dann ist 6, =f (wu). Das Verfahren ist dasselbe wie das oben S. 81 
3 - auseinandergesetzte, nur daf dort an Stelle der Faktoren u—vr, u—q, 


_ u—p drei gleiche Werte treten. Die Rechnung kann nach einem ahn- 
_ lichen Schema geschehen wie oben: 


x ay ay ip ds 
é dy(u—r) 6, (u—q) 6, (u—p) 
| by be bs 

3 u—r u—q u— p. 


Be Beispiel. In dem obigen Ausdruck fiir den Gang eines Chronometers 
ee p= BAD 0.128 (¢ — 24.5) + 0.00365 (t — 21.5) (t — 30.2) 

a 

Bs soll der Wert von g fiir 1 = + 8.3 berechnet werden. 


+ 0.00365 + 0.128 + 3.12 
— 0.080 — 0.63 


+ 0.048 + 2.49 = g (8.3) 
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u= 8.3 u= 83 
q = 30.2 Peon 
2 Ow wee 


Die Berechnung von f (p), f; (q), fz (") ete. ist erheblich einfacher, 
wenn von den GréfSen. p, g, 7 etc. je zwei aufeinanderfolgende die gleiche 
Differenz haben. Ist namlich g—p—=r—gq=--: =A und schreibt 
man die Entwicklung von f (xz) in der Form 


A, 
{ (@) = 45 Ay ep) a5 eet (2 a0) 


A 
+37 (@—p) @—4q) (@—7) + ete., 
so ist : 
Af (v1) =f (u@+h)—f (@) =hA, +h A, (x —p) 
hA 
+ —* (« —p) (x —q) + ete. 


Denn ¢+h—q=2x2—p,4#+h—r=2— 4 etc.; daher z. B. 
(x + h—p) (@ +h—gq) (4 +h—r) — (¢— p) (& —q) (4 —7) 
a(t oP) (OP) eG) — ee Pe) ee) 

Seti) — le) (2 Ba ag) 
= 3h (x —p) (4 —q). 
Mithin ist 


hA, = Af (p). 
Bildet man in derselben Weise A?f (x) = Af (x +h) —Af (a), so 
ergibt sich 
. h? A, 
A? f (a) = WP Ay + WP Ay (@ —p) +5, (@ —P) © 9) + 
Daher ist 
hP A, = A’ f (p) 
und in derselben Weise fortfahrend beweist man allgemein fiir jeden Wert — 
von r 
h’ A, = A'f (p). 
Ist f (v) vom n-ten Grade, so muf A f (x) vom n — 1-ten Grade sein, weil 
sich das Glied der héchsten Potenz von xin der Differenz f (x + h) —f (a) 
forthebt. A?f (x) ist vom n — 2-ten Grade usw. A”} (x) ist von x unab- 
hangig und alle folgenden Differenzen sind Null. 
Aus der Reihe der Werte 


F (Bp), <A FASE Dp jies ema Dyes oy 2) 
findet man durch bloBe Addition die Reihe der Werte 
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f (9); 


Denn eg ist 


AT(9), A? (@),-- 


87 
A™"f(q), A" (9). 


f(qy=p(py + Af 


Af 0s Af (p None ) 
rN () =" fp) 
Auf dieselbe Weise findet man aus den Werten / (q), Af (q), - 
aresvverse } (r), A fir), A*? (r).. «us: 
Da ¥. 
f(b) = 7 5 47 ae? 3.33 2 E12 — 0.15.° 
Be ay oes TOS ae Lt 
7 0 — 5.47 + 3.383 =o 4.72 — ~ 0.45 
=44.- 4.28 —45.06 + 83.46 — 170.36 
POT 29.53 7.73 85348 170.51 = fF (p) 
— 7 +21 —43.53 + 85.26 
|= 94-4 43.53 1-85.26 4170.44 = Af (p) 
Se ee eatin CAG 
Ae 20.58 = ue a 
vA 
a8 ~ AST AP) 
24 
ee TAP) 
<2) ADO 
Fir die Reihe f (p), Af (p), A?f (p), ete. erhalten wir also die Werte: 
f (p) = —170.51 
Af (p) = + 170.44 
A? f (p) = —170.52 
Bi (p) = + 177.18 
At f (p) = 0 
A’ f (p) = + 840 


und kénnen nun aus diesen durch Addition je zweier untereinander stehen- 
der Zahlen die entsprechenden Werte fiir g und aus diesen die fiir r usw. 


ableiten. 


ibe 
Att. — 
aot le 
Ve ie 
j oh a 
BT: 


| 
0.07 
0.08 
+ 6.66 
+ 177.18 
+ 840 
+ 840 


, 
ae Yas 
4+ 6.58 
4+ 183.84 
+ 1017.18 
+ 1680 

4+ 840 


8 t t+th 
+ 6.43 + 196.85 1588.29 
+ 190.42 + 1391.44 etc. 
+ 4201.02 -+ 3898.20 
+ 2697.18 + 3217.18 
+ 2520 a OU 
+ 840 + 840, 
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Durch die umgekehrte Rechnung kann man aus der Kolonne fir p 
auch die Werte f (p —h), Af (p—h)... finden und aus diesen die fir 
p—2h usf. 

p—h 
— 1528.65 
+ 1358.14 
— 1187.70 
+ 1017.18 
— 840 
+ 840. 

Man muf dabei in der Kolonne von unten nach oben rechnen. 

Man wird guttun, zur Kontrolle einen der so abgeleiteten Werte, 
z. B. f (t + h) noch einmal direkt zu berechnen. 


7 On == /947 > -"3238)e <2 eS 
+21 +68 + 172.59 + 527.76 + 1588.44 
+24 +57.53 +4175.92 + 529.48 + 1588.29 = f (3). 
Dadurch sind gleichzeitig die Werte f (q), f (7), f(s), f(t) kontrolliert, 


deren Fehler ja bei der ersten Art der Berechnung in den Wert von f (t + h), 
eingeht. 


§ 16. Die Auffindung der Anzahl der reellen Wurzeln. 


Handelt es sich um die Wurzeln der Gleichung f (x) = 0, so sieht 
man sogleich ein, dali, wenn hf positiv ist, und die Glieder einer Kolonne 
abwechselndes Zeichen haben, wie hier z. B. fiir « = p —h, keine Wurzel 
der Gleichung existieren kann, die kleiner ist als p —h. Denn die samt- 
lichen Differenzen x —(p—h), x—p, v—q, x—r etc. sind fir 
x <p—hnegativ. Daher haben die Produkte 


a —(p—h); (x —(p—h)) (w—p); (© —(p —h) (a — p) (2 —@) ete. 
abwechselndes Zeichen und die samtlichen Glieder in der Entwicklung 
{(@) =f (p—h) +h AF (p —h) (a — (p —P)) 


768 —/] 
i 


haben das gleiche Vorzeichen. Daher kann ihre Summe nicht verschwin- 
den. Derselbe Satz bleibt noch bestehen, wenn einzelne Glieder der Ko- 
lonne Null sind. Es kann z. B. hier keine Wurzel geben, die kleiner ist 
als — 2. 

Wenn alle Glieder einer Kolonne das gleiche Zeichen haben wie 
z. B. hier fir = s = -+ 1, so gibt es keine Wurzel, die grofer ist als 


= L 


oN . 
Ai Ode 
i a 


ung der Anzahl der reellen Wurzeln. 


Si 
a 


$16. Die Auffind 


s+ (1 —1)-h, wo n den Grad der Gleichung bedeutet. Denn in der 


_ Entwicklung 
‘S f(a) =f (s) HRD AF (s) (a —s) + °°: 
h™" A" f(s) 
cee Papo) 2 (US = hy) > (Ss — (n — hy Rh) 


sind fir r>54+ (7 —1)h alle Glieder von gleichem Zeichen. Wenn h 
__-hegativ ist, so schlieSen wir in analoger Weise, dafi a + (n —1)h eine 
_untere Grenze der Wurzeln bildet, sobald die betreffende Kolonne lauter 


gleiche Vorzeichen aufweist, und J eine obere Grenze, wenn die entsprechende 


_ Kolonne lauter abwechselnde Vorzeichen enthalt. In unserm Falle wiirden 
die Wurzeln nur zwischen — 2 und + 5 liegen kénnen. Eine noch engere 


obere Grenze erkennen wir aus der Kontrollrechnung fiir « = 3 (S. 88). 


_ Hier sind die Koeffizienten ap, b,, by,..., 0; alle positiv. | Da nun 


f (w) = bs + (& —3) (a) x4 +5, 2? +d, a? + b, a + by), 


so sind fir 2>3 alle Glieder positiv. Die Wurzeln unsrer Gleichung 
 liegen daher zwischen —2 und + 3. 


Man kann nun mit einem kleineren absoluten Wert von A die Rech- 


- nung wiederholen. 


Sie By. h = —0.2 
p=+04 g=+02 r=0 s=—02 t=—04 
7 Ou 5 Ae Bes Se 0S 


+2.8 +4412 —1.74 + 0,636 + 0.9424 


+2.8 —435 +4+1.59 + 2.356 + 0.7924 
+414 +084 —0.702 + 0.1776 < 


+ 4.2 —3.54 + 0.888 + 2.5336 


—1.4 —0.56 
Oe, 4.07 
EO Pe hee 
0.0 
f (p) = + 0.7924 
A f (p) = + 2.5336 x h A f (p) = — 0.50672 
a = +0.888 xh® A? f (p) = + 0.07104 


=—407 xh®  A®*f(p) = + 0.19536 
Ce Oe eh A ipy ss 0 


7 xh A> f(p) = —0.26880 


90 IV. Abschnitt. Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 


DEO ge 0 eae — 0 s=—02 | t=—04 —-0.6. | ~—08 =o 
f +0.7924 | 4+0,28568 | —0.15 —0.31928 | —0.02680 | + 0.65400 | + 1.11208 | —0.07 
Af  —0.50672 | —0.43568 | —0.16928 | +0.29248 | +0.68080 | 4 0.45808 | —1.18208 | — 


fi? f + 0.07104 | + 0.26640 | + 0.46176 | + 0.38832 | —0.22272 | —1.64016 = — 
Af + 0.19536 | +0.19536 | —0.07344 | —0.61104 | —1.41744 | — 2.49264 a == 
ats f 0 —0.26880 | —0.53760 | —0.80640 | —1.07520 | —1.34400 == — 
215 f — 0.26880 | —0.26880 | —0.26880 | —0.26880 | —0.26880 | —0.26880 == aad 


ferner fir p—h=-+ 0.6 


+ 1.4436 

— 0.65120 
+ 0.14448 
— 0.07344 
+ 0.26880 
— 0.26880. 


Daraus folgt, daB die Wurzeln zwischen —1.0 und + 0.6 legen 
miissen, und zwar geht aus den Vorzeichen der berechneten Werte von 
f (xz) hervor, da8 eine Wurzel zwischen —1.0 und —0.8, eine zweite 
zwischen —0.6 und —0.4 und eine dritte zwischen 0 und + 0.2 hegt. 
Indessen ist nicht sogleich zu iibersehen, daB zwischen den Grenzen — 1.0 
und + 0.6 nicht noch mehr als drei Wurzeln liegen. Es kénnten aber 
nur entweder drei oder fiinf Wurzeln sein. Denn in einem Intervall, an 
dessen Grenzen f (x) das gleiche Vorzeichen hat, kann nur eine grade 
Anzahl von Wurzeln liegen, und in einem Intervall, an dessen Grenzen f (x) 
entgegengesetztes Zeichen hat, kann nur eine ungrade Anzahl liegen. 
Es kann die Anzahl der Wurzeln also wohl gréf8er sein als die Anzahl der 
in der Reihe der berechneten Werte von f(x) vorhandenen Zeichen- 
wechsel, aber sie kann nur um eine grade Zahl grofer sein. 

Man kann nun aus den Vorzeichen der Werte von Af, A?f etc. 
noch weitere Schliisse iiber die Anzahl der vorhandenen Wurzeln ziechen. 
Um diese Schliisse auseinanderzusetzen, miissen wir aber etwas weiter 
ausholen. 

Es sei eine Reihe von Zahlen gegeben: 


Ad Ascher Amana 


die wir zunachst alle von Null verschieden voraussetzen. Unter der Anzahl 
der Zeichenwechsel dieser Reihe versteht man alsdann die Zahl, welche 
angibt, wievielmal es in der Reihe vorkommt, dafi zwei benachbarte Werte 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Aus dieser Reihe werde eine andere abgeleitet, indem man eines der 
Gheder, z. B. A, durch den Wert 


B=A,+ mA, 


ersetzt, wo m ein positiver Wert sein soll. Die Anzahl der Zeichenwechsel 
der neuen Reihe 


§ 16. Die Auffindung der Anzahl der reellen Wurzeln. OL 


GAN, Soke BAL ody, 


wiirde, wenn A, und A,_, das gleiche Vorzeichen besitzen, dieselbe sein 
mlssen, wie die der ersten Reihe, weil B dann dasselbe Zeichen wie A, 
haben mufi. Wenn aber A, und A,_, entgegengesetztes Vorzeichen be- 
sitzen, so kann der Fall eintreten, daB B ein anderes Vorzeichen als. A,, 
namlich das von A,_,; erhalt. In diesem Falle geht der Zeichenwechsel 
von A,_,A, in eine Zeichenfolge A,_,B tiber. 

Nun kénnen drei Méglichkeiten eintreten.. Entweder A, A,,, war 
eme Zeichenfolge, dann ist B A,,, ein Zeichenwechsel; oder A, A,41 war 
ein Zeichenwechsel, dann ist BA,,, eine Zeichenfolge; oder endlich es 
ist r =n. Im ersten Falle ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der neuen 
Reihe dieselbe wie in der alten; denn fiir den verlorenen Zeichenwechsel 
A,_, A, ist ein neuer B A,,, aufgetreten. Im zweiten Falle ist die Anzahl 
der Zeichenwechsel in der zweiten Reihe um zwei Einheiten kleiner als 
in der ersten Reihe; denn die beiden Zeichenwechsel A,_,; A, und A, A,44 
gehen in die Zeichenfolgen A,_,B und BA,., tiber. Im dritten Falle 
ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der neuen Reihe um eine Einheit 
kleiner als in der ersten Reihe; denn der Zeichenwechsel A,_, Ay ist in 
die Zeichenfolge A,_; B tibergegangen. Die Anzahl der Zeichenwechsel 
kann sich also keinesfalls vergréfern, sondern héchstens vermindern, ent- 
weder um eine oder um zwei Einheiten. Um eine Einheit vermindert es 
sich dann und nur dann, wenn das letzte Glied der Reihe das Vorzeichen 
wechselt. 

Man denke sich nun die neue Reihe mit demselben oder irgendeinem 
andern Werte von m in derselben Weise wieder abgedndert, so gilt das- 
_selbe. Es kann die Anzahl] der Zeichenwechsel nur abnehmen, niemals zu- 
nehmen, und sooft das letzte Glied der Reihe sein Vorzeichen wechselt, 
mu ein Vorzeichen verlorengehen, im andern Falle kénnen nur je zwei 
verlorengehen. Wenn man diese Rechnung eine beliebige Anzahl Male 
wiederholt hat und es ist dabei 2 mal vorgekommen, daf das letzte Glied 
von einer Reihe zur nachsten wechselte, so ist die Anzahl der im ganzen 
verlorenen Zeichenwechsel entweder gleich 4 oder um-eine gerade Anzahl 
grofer. 

Wenn z. B. aus der Reihe 


any ss id, 
nach dem oben angegebenen Schema die Reihe der Grélen 

PIER Barer Pe 
berechnet: wird; wo 6, = a, +p %, 05 = a, + pb,... ., bg = A, + p Og 


und p eine positive Gréfe bedeutet, so kann die zweite Reihe nur weniger, 
nicht mehr Zeichenwechsel enthalten, und die Zahl der verlorenen Zeichen- 
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wechsel ist grade oder ungrade, je nachdem a, und b, das gleiche Zeichen 
haben oder entgegengesetztes. 
Diese Bemerkung gilt auch fiir die Werte, die wir mit Hilfe der Regel 
A’ f (x) + A" f(x) = ATT (e+ 4h) 
aus der Kolonne 
(P) 


f(p 
A f (Pp) 


A"? (P) 
aufbauen. 

So haben wir z. B. in der Tabelle auf Seite 90 in der Kolonne fiir 
q = + 0.2 drei Zeichenwechsel, in der folgenden (7 = 0) zwei, in der 
nachsten wieder zwei, dann wieder zwei, eins, eins und endlich keins mehr. 
Die Anzahl nimmt von Kolonne zu Kolonne niemals zu, sondern bleibt 
entweder gleich oder vermindert sich. Es braucht dabei auch nicht aus- 
geschlossen zu sein, da’ eines oder mehrere Glieder verschwinden. Man 
mu8 dann nur die Zeichenwechsel so zihlen, als ob die Glieder gar nicht 
vorhanden waren. So hat man z. B. in der Kolonne p = + 0.4 drei 
Zeichenwechsel zu zahlen. 

Vorausgesetzt nun, daf der Unterschied h zweier aufeinanderfolgen - 
der Werte p,g,r... so klein ist, da® f(x) nicht mehr als einmal sein 
Zeichen wechselt, wenn x ein solches Intervall von p zu g oder von g zur 
etc. durchlauft, und wenn bei jeder Wurzel f (~) sein Zeichen wechselt, 
so muS in jedem Intervall, in dem eine Wurzel legt, bei den betreffenden 
beiden Kolonnen eine ungrade Anzahl von Zeichenwechseln verloren- 
gehen. Die Anzahl der Zeichenwechsel, die von einer Kolonne (% = p) 
zu einer andern (x = p + Ah) verlorengeht, ist daher gleich der zwischen 
pund p+ Ah gelegenen Wurzeln oder um eine grade Zahl groBer; d. h. 
man kann aus den beiden Kolonnen allein, auch ohne die zwischenliegenden 
Kolonnen zu kennen, einen Schlu8 auf eine obere Grenze der Wurzeln 


machen. Vorausgesetzt, daB h hinreichend klein ist, folgt z. B. aus den — 


Kolonnen fir z = 0 und « = —1, da8 in diesem Intervall nicht mehr als 
zwei Wurzeln liegen. La®t manh sich der Null nahern, so geht A f - 2 
in f’, A? -h-? in f” iiber usw. Fir positive hinreichend kleine Werte 
von hk haben daher A” /, A" 1/... Af, f dieselben Zeichen wie 


EE enor ME 
Wir erhalten daher den Satz, da® die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe f™ (ax), f"—) (x), ...f' («), f (x) mit wachsenden Werten von z sich 


nur vermindern kann und da die Anzahl der in einem Intervall verlorenen 
Zeichenwechsel der Anzahl der Wurzeln, die in dem Intervall liegen, ent 
weder gleich ist oder sie um eine grade Anzahl tibertrifft. 
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ce 8 16 
i ‘ n home 
ie Werte der Reihe 7 (=D ---f',f kann man fir irgend-. 


einen Wert p in derselben Weise berechnen, in der oben (S. 83) die 
Koeffizienten der Entwicklung 


f (%) =f (p) +f (9) (@ — Pp) + fe (r) (@ — p) (w —q) + ete. 


berechnet worden sind. Man braucht nur die Werte p,q,7... alle ein- 
ander gleich zu machen; dann geht die Entwicklung in die Entwicklung 
nach Potenzen von x —p tiber und folglich wird 


Fr lq) =F (p) 
f 


py 


etc. 


; _ Fiir die Vorzeichen von {™, f"—1,.../ +f kommt es auf die Nenner 
1 1 


ae nicht an. Man hat daher nicht nétig, die gefundenen 
Zahlen f, (7), fs (Ss)... erst mit 2!, 3!... zu multiplizieren. 


Die Vorzeichen von /™ /“—) . . . ff fir das Argument 0 sind identisch 
mit den Vorzeichen der Koeffizienten, wenn f (x) nach fallenden Potenzen 
von « entwickelt ist. Daher gibt die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe der Koeffizienten eine obere Grenze fiir die positiven Wurzeln, 
hinter welcher die Anzahl der positiven Wurzeln nur um eine grade Zahl 
zuriickbleiben kann. So sieht man z. B. aus den Koeffizienten der Funk- 


tion 5. Grades S. 87 . 


7 #® — 5.47 2® + 3.33 a? + 1.72 ¢ — 0.15, 


da’ sie héchstens drei und mindestens eine positive Wurzel hat. Ver- 
wandelt man x in —2z, so erhalt man auf dieselbe Weise eine obere Grenze 
fiir die negativen Wurzeln. Die Reihe der Koeffizienten gibt dann 2 
Zeichenwechsel. Es existieren daher entweder 2 oder gar keine negativen 
~ Wurzeln. Die Tabelle S. 90 laft erkennen, da’ mindestens eine Wurzel 
zwischen —0.4 und —0.6 und eine zwischen —0.8 und — 1.0 liegt. 
Da es nur zwei negative Wurzeln gibt, so liegt in jedem dieser Intervalle 
eine und nur eine Wurzel. Von der Kolonne fiir z = + 0.2 zu der fiir x = 0 
geht ein Zeichenwechsel verloren. Wir vermuten daher, daf nicht mehr 
als eine Wurzel in dem Intervall liegt. Der Schluf ist aber nicht sicher, 
weil méglicherweise der Wert von h (die Tabelle ist mit h = —0.2 be- 
rechnet) nicht klein genug ist. 
Wir berechnen daher fiir « = 0.2 die Reihe der Ableitungen: 
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fo) (0.2) 
ra haecawe 


0 —5.47 + 3.33 + 1.72 —0.15 
1.4 + 0.28 — 1.038 + 0.46 + 0.44 


4.4 —5.A9 + 2.292 + 2.18 + 0.29 = f (0.2) 
1.4 + 0.56 — 0.926 + 0.27 


2.8 — 4.63 + 1.366 + 2.45 = f’ (0.2) 
1.4 + 0.84 —0.758 


; =f (02) 
£2—3.79 + 0.61 =— 
a gether 
a Te ee 

. oa oar eae 31 

<4 9 0.2) 


4) 


Es ergeben sich damit die folgenden Vorzeichen: 


Anzahl der 
Zeichenwechsel 
= O° SSF eS 3 
t= +0.2:-+—+ 44 2 


Differenz: 1. 


Es ist ein Zeichenwechsel verloren; daher liegt in dem Intervall nicht 


mehr als eine Wurzel. 


Zeichenwechsel verloren. 
Reihe der Ableitungen gelten. 


Die Berechnung der Werte von fj’ etc. braucht 
nur mit solcher Genauigkeit ausgefiihrt zu werden, da8 man das Vor- 
zeichen der GréSen erkennen kann. Im allgemeinen wird die Genauigkeit 
des Rechenschiebers vollkommen ausreichen. 

Von der Kolonne fir = 0.6 gur Kolonne fiir x = 0.4 sind zwei 


Wenn fh klein genug ist, mu dasselbe fiir die 


Es ergibt sich nun: 


f> (0.4) Qs 54 UES Sota On 
Bin oe oP aoe, 2 Sei a 7a 0 Oe ee 
+ 9.8 = 4:35 44.59 42 9. 3650.79 = 70.4) 
SE WMI eo A manly ermal) Bat 
5.6 — 2.41 + 0.75 + 2.66 =’ (0.4) 
A S39 86 SS O40 = 
: f”’ (0.4) 
8.4 + 0.25 + 0.85 = Se 
OS ee ae 
Zi +t js (0.4) 
+ 14.2 + 4.72 =— —— 
AU es 3! 
Aeo.8 #04 
Had =. & 


4! 
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Ks zeigt sich, daB schon fiir z = + 0.4 in der Reihe der Ableitungen 
keine Zeichenwechsel vorhanden sind. Es gibt folglich keine Wurzeln 
zwischen x = + 0.4 und x= + o. Dagegen fanden wir oben fiir « = 
+ 0.2 in der Reihe der Ableitungen zwei Zeichenwechel. Es kénnten 
also zwischen « = + 0.2 und «= + 0.4 zwei Wurzeln liegen. Man 


kann sich aber sogleich tiberzeugen, da’ keine Wurzeln in dem Inter- 
fH 


vall liegen. Denn da f®) positiv ist, so nimmt ay mit wachsendem x zu, 


und da die Werte fir v= + 0.2 und x = + 0.4 positiv sind, so ist /® 
(3) 
in dem ganzen Intervall positiv. Folglich wachst a mit wachsendem x 


von — 2.67 bis + 4.72. Daraus ergibt sich, da® f’’ (~) zunachst abnimmt 
und dann wieder zunimmt. Da aber die Abnahme nicht starker sein kann 
als — 2.67 x 3! auf die Einheit der Zunahme von z, und also auf eine Zu- 
nahme von 0.2 nicht mehr als — 2.67 x 3! x 0.2 = —3.2, so kann f” 
in dem Intervall, wenn es tiberhaupt negativ wird, nicht kleiner sein als 
+ 0.61 x 2! —3.2 = — 2.0 und /’ kann mithin mit wachsendem x nicht 
starker abnehmen als — 2.0 x 0.2 = —0.4, wenn es iiberhaupt abnimmt. 
Somit bleibt 7’, da es fiir x = 0.2 den Wert + 2.45 hat, in dem ganzen 
Intervall positiv, und f(z) mu& infolgedessen mit wachsendem x von 
+ 0.29 bis + 0.79 wachsen und kann daher nicht verschwinden. 

Die Gleichung hat daher drei und nicht mehr als drei reelle Wurzeln. 


§ 17. Die Berechnung der reellen Wurzeln. 


Die genauere Berechnung der reellen Wurzeln geschieht ebenfalls 
zweckmabig mit Benutzung des Schemas, nach dem die Reihe der Ab- 
leitungen gefunden wird. 

Beispiel. Es soll die Wurzel zwischen x + 0.2 und x = 0 genauer 
berechnet werden. 

1. Naherungswert x = 0.1. 

Man berechne zunachst f (0.1) und /’ (0.1). 

+7 0 —5.47+ 3.33 + 1.72 —0.15 
t+ 0.7 + 0.07 —0.54 + 0.279 + 0.1999 
0.7 —5.40 + 2.79 + 1.999 + 0.0499 = f (0.1) 
Te 044-— 0526 +4-0,2964- 28 
1.4 — 5.26 + 2.264 + 2.2254 = f’ (0.1). 


Setzt man die Wurzel gleich 0.1 + wu und vernachlassigt die Glieder 
zweiter Ordnung in u, so ergibt sich fiir u die Gleichung 


— ais 1 rah te 5 oe ee, ee a 
: 
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0.0499 + 2.2254 u = 0, 


d. i. pes 0D 


also fiir die Wurzel 
z= + 0.078. 


Dies ist ein neuer Naherungswert, den man nun in derselben Weise 
behandeln kann: 
+7 O —5.47 + 3.33 +4.72 — 0.45 
+0.55 0.04 —0.42 + 0.227 + 0.1519 
+ 0.55 —5.43 + 2.91 + 1.947 + 0.0019 = f (0.078) 
+ 0.55 + 0.86 — 0.36 + 0.199 
1.10 —4.57 + 2.55 + 2.446 =f’ (0.078). 


Das gibt die neue Verbesserung 


— a = — 0.0009 
} 
und den Wurzelwert « = + 0.0771. 
Da man sieht, daB f’ in dem Intervall vom Naherungswert bis zur 
Wurzel seinen Wert in den ersten beiden Stellen 2.4 kaum mehr Andert, 


so ist die Verbesserung ~) auch auf weniger als = ihres Betrages richtig, 
und die Wurzel + 0.0774 ist auf weniger als eine halbe Einheit der letzten 
Stelle genau. 

Will man die Wurzel genauer berechnen, so kann man entweder in 
derselben Weise fortfahren, wobei dann aber mit mehr Stellen als bisher 
gerechnet werden miiBte, oder man kann von vornherein die Rechnung 
in einer etwas andern Weise durchfihren. 

Man kann namlich gleich mit dem ersten Naherungswert 0.1 nicht 


nur / (0.1) und /’ (0.1), sondern auch die Werte der iibrigen Ableitungen 
ausrechnen. 


1.4 —5.26 + 2.264 + 2.2954-= f' (0.1) 
0.7 + 0.24 — 0.505 


ea) 
2.4 — 5.05 + 1.759 = EN ) 
0.7 + 0.28 Ae 
ee 
Oh = — eS 
0.7 3! 
ae {O (0.1) 
oo ae 

4) 


 Setzt man die Wurzel gleich 0.4 + u, so ist uw eine Wurzel der 
ichung ree 
Tw + 3.5 wt — 4.77 w® + 1.759 u? + 2.2254 u + 0.0499 = 0. 
Man rechnet nun mit dieser Gieichung weiter. Wenn man keine 
ee wissen Hilfsmittel benutzt, so geht man jedesmal nur um eine 
- Liffer weiter und setzt z. B. 
FS u = —0.02 +-h 
a: 7.43.5. —4.77 +°4.759 + 2.2254. + 0.0499 
— 0.14 — 0.067 + 0.0967 — 0.037114 — 0.04376572 . 
+ 3.36 — 4.837 + 1.8557 + 2.188286 + 0.00613428 
te — 0.14 — 0.064 +4- 0.0980 — 0.039074 
& + 3.22 — 4.901 + 1.9537 + 2.149212 


Se — 0.14 — 0.062 + 0.0973 
a _ + 3.08 — 4.963 + 2.0510 
ye —0.14 — 0.059 
= + 2.94 — 5.022 
aa — 0.14 , 
= 7 + 2.80 

Mithin 


7 hP 4+ 2.80 ht — 5.022 h? + 2.0510 h? +- 2.149212 h + 0.00613428 = 0. 
Die letzten beiden Glieder geben dann als nachsten Schritt 


h = — 0.003 + k. 


Man braucht nun bei den ersten Koeffizienten nicht mehr alle Stellen 
_ aufzufiibren, weil eine Vernachlassigung in den ersten Koeffizienten fiir 
die letzten Koeffizienten nur eine viel Kleinere Vernachlassigung nach 
a. - sich zieht. 

E 7 + 2.80 —5.022 + 2.0510 + 2.149212 + 0.00613428 

— 0.02 —0.008 + 0.0151 — 0.006198 —- 0.00642904 

+ 2.78 -—5.030 + 2.0661 + 2.143014 — 0.00029476 

— 0.02 — 0.008 + 0.0151 — 0.006244 

+ 2.76 —5.038 + 2.0812 + 2.136770 

-— 0.02 — 0.008 + 0.0154 


d a 
a 


2.74 —5.046 + 2.0963 a 
ae — 0.02 — 0.008 Ree 
ze 2.72 —5.054 a 
0.02 ! 2 

e210, 37 x 

" ser ee; Praxis der Gleichungen. ( “am 


98 IV. Abschnitt. Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 


Aus den letzten beiden Gliedern ergibt sich wieder die folgende Ver- 
besserung. Man kann nun aber auch gleich mehr Stellen der Wurzel 
finden, indem man bemerkt, daf’ der vorletzte Koeffizient bis etwa zur 
dritten Dezimale hin durch die folgenden Schritte nicht mehr geandert 
wird. Man kann daher die Division des letzten Koeffizienten durch den 
vorletzten gleich weiter ausfiihren und erhalt den Zuwachs, der an dem 
so weit gefundenen Naherungswert der Wurzel anzubringen ist bis auf 
einen Fehler von weniger als =);. 


2.1368 | 0.00029476 | 0.0001379 


21368 


8108 
6410 


1698 
1496 


202 
192. 


Die Wurzel ist also 
Ont 
— 0.02 
— 0.003 
-- 0.0001379 


+ 0.0771379. 
Man kann auch, anstatt 
h = — 0.003 +k 
einzufiihren und die Entwicklung nach Potenzen von k vorzunehmen, 
durch das oben besprochene Iterationsverfahren den Wert von h mit der 


gewiinschten Genauigkeit ermitteln, indem man die Gleichung fir # auf 
die Form bringt: 


0.00613428 
2.149212 + 2.0510 hk — 5.022 h? + 2.8 h3 + 7 h* 


Fir kleine Werte von h ist die rechte Seite nur schwach von h abhangig. 

Liegt z. B. h zwischen 0 und — 0.003, so liegt der Nenner der rechten 

Seite zwischen 2.1493 und 2.1430 und daher liegt h zwischen 
— 0.00613428 — 0.00613428 


un 


2.1493 Peay ae 


h= 


oder zwischen 
— 0.002854 und — 0.002863. 


Tiermit kénnen wir nun den Nenner der rechten Seite viel genauer er- 


g 
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mitteln. Wir finden ihn, indem wir h = — 0.00286 einsetzen, bis auf etwa 
eine Einheit der 5ten Dezimale genau gleich 


2.14330 
und somit 


0.00613428 
VSD ESN) 


genau bis auf etwa 10—° seines Betrages. 
Zweites Beispiel: 


f (x) = 214 a8 — 53 a? + 65 2 4+ 312 22? —74=0. 


Die Reihe der Koeffizienten gibt 3 Zeichenwechsel. Daher hat die 
Gleichung entweder drei oder eine positive Wurzel. Verwandelt man a 
in —z, so ergeben sich 4 Zeichenwechsel; es gibt daher entweder 4 oder 
2 oder gar keine negativen Wurzeln. 

Die Entwicklung nach Potenzen von x —1 werde in der oben be- 
schriebenen Weise begonnen: 

21 OO) 0 0 0— 53 0+ 65 0 0+ 312 O— 74 
+ 21+ 21+ 21+ 21+ 21+ 21 —32—32 + 33+ 33-+ 33-4 345 -+ 345 
+ 21+ 21+ 21+ 21+ 21— 32 —32+4 33 + 384 383-+ 345+ 345-+ 271 
+ 21+ 42+ 63+ 84+ 1054 126 + 94+ 62 + 95+ 128+ 161 + 506 
+ 42+ 63+ 84+ 105+ 126+ 94 + 62+ 95 + 128+ 161 + 506+ 851 


Da hier alle Zahlen der Horizontalreihe positiv sind, so braucht man 
nicht weiter zu rechnen, um zu erkennen, da’ aufer f (1) und f’ (1) auch 
alle tbrigen Koeffizienten der Entwicklung nach Potenzen von x7 —14 
positiv sind. Denn die weiteren Zahlen ergeben sich ja durch bloBe Ad- 
ditionen von positiven Zahlen. Es gibt daher keine positiven Wurzeln, 
die gréRer als 1 sind. Man erkennt ferner sogleich, da® f’ («) fir x = 0 
bis 4 nur positiv sein kann. Denn in der Summe 


21 x 13 212 —53 x 74° + 65 x 5 a4 + 312 x 24 


wird fiir x = 0 bis 1 das negative Glied — 53 x 7 a® schon von dem Gliede 
312 «x 2a tiberwogen. f (x) nimmt deshalb in diesem Intervall mit wach- 
sendem z zu und kann mithin zwischen x = 0 und « = 1 nur eine Wurzel 
haben. Folglich besitzt die Gleichung eine und nur eine positive Wurzel. 
Es sei die Aufgabe, diese Wurzel zu berechnen. 

Unter Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung setzen wir 
statt f(z) = 0 die Gleichung 

312 «2 —74 =0 


und erhalten daraus, indem wir uns auf 2 Dezimalen beschranken, als 
erste Naherung 


i) ASP 
qV* 


Univ. of Arizona Library 
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Nun werden, um eine genauere Anniherung zu finden, die Werte - 
/ (0,49) und f’ (0,49) berechnet. Dabei kénnen bei den Koeffizienten der 
hdheren Potenzen die Rechnungen bei einer geringen Anzahl von Stellen 
durchgefiihrt werden, wei! die Werte von / und /’ nur wenig davon beein- 
fluBt werden. Es geniigt bis zum Koeffizienten von x? die Genauigkeit 
des Rechenschiebers: 


Re One a oO 0 Oi 0 Sl SS oe 
| $10.3 | 5.041 4 2:27) 42424") 059" 40.20) aes 
+403 |4+ 5.04) 4 247 | + 101-| +059 | —52.7 | —25.8 
464034 E404 SERA ot BE S97 Me ema 
+ 20.6| 4154 | £9.9°| 46.06 | + 3.56 | —51.0 | —508) 
SEB. he eiOee eh SOE Oe Seat Peete 
12.6 S25 Tie RADON, OAS NA, 156. 0ders a eIe 06 
+524 | + 25.7 | + 12.6 | +:318.18) + 155.91 | + 2.396 = j (0.49) 
— 24.9) +135 | + 419.2) + 15.6 | + 163.6 
97.5. | 4 39.0 | 31.8) -F 988.89) 2 2105 a Ola 
: PAO ED oe ss, Spe e 
Die Verbesserung — ——— ergibt sich gleich — 0.0075, so dafi wir 
f (0.49) : 
fiir die Wurzel erhalten: 
0.4825, 


Wird die Rechnung mit diesem Werte wiederholt, so ist fiir die 
hoheren Koeffizienten etwa bis «7 die Genauigkeit des Rechenschiebers 
immer noch ausreichend, falls man die Berechnung der Wurzel nicht sehr 
viel weiter treiben will. 

+ 21 0 0 0 ) OF 3-53 0 
+ 10.4 -++ 4.88 + 2.36 + 1.14 + 0.55 + 0.27 — 25.44 
+ 10.1 + 4.88 + 2.36 + 1.44 + 0.55 — 52.73 — 25.44 
+ 65 0 0 + 312 0 ee 
— 12.27 + 25.44 + 12.27 + 5.920 + 153.396 + 74.014 
+ 52.73 + 25.44 + 12.27 + 317.920 + 153.396 + 0.014 


Wo die Genauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr ausreicht, kann 
man fiir die Multiplikationen mit der vierziffrigen Zahl 4825 Rechentafeln 
mit Vorteil anwenden *). Da der Faktor 0.4825 immer derselbe bleibt, 
so fallt das zeitraubende Blattern fort. 

Der Wert von ?’ andert sich nur wenig. Wenn man nur die nachste 
Stelle der Wurzel noch haben will, so geniigt es, den vorigen Wert zu 
nehmen. Damit erhalt man die Verbe%serung 


*) z. B. Rechentafeln von Ludwig Zimmermann, groBe Ausgabe. 


a 
z : 
ioe 
; 


ish Se laa ela 
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— 0.00004 


und damit fiir die Wurzel den Wert 


0.48246. 
Wollte man die Wurzel noch genauer finden, so wiirde es nétig sein, den 


Wert von f (x) genauer als bisher zu berechnen. 


§ 18. Graphisches Rechnen. 


Die Berechnung einer ganzen Funktion nach der Methode, die auf 
S. 81 und 82 beschrieben wurde, kann auch ganz zweckmabig A ee: 


schem Wege ausgefiithrt werden. 


Um den Wert von 
aye” +a, 1+ a,e°?4+.-- +a, ae +a, 


fiir z = p zu finden, zeichnet man zunachst ein Dreieck, bei dem zwei 
Seiten die Langen 1 und p besitzen. Wird nun ein diesem Dreieck: ahn- 
liches konstruiert, bei dem die der Seite 1 entsprechende Seite die Lange a, 
hat, so hat die der Seite p entsprechende die Lange a, p. Fiigt man hierzu 
die Lange a,, so hat man damit b, = a, p + a,. In derselben Weise findet 
man b, = b, p + a, usw. 

Die aehen Dreiecke werden zweckmahig rechtwinklig gewahilt 
und auf Millimeterpapier in der folgenden Weise gezeichnet. 


cal <. 
+ 
| lel 
teil ACSC 
{ a | [ 
i a baa i} | 
S Sa eer eal a 2 
| | e asl 
: | 
| | —+—1 + | | , | | ra 
| FA ai 
SEES EEE 
Ear iat | 
ket ies: 2 +—-| 
poh L 1 ie od 
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Von einem Punkt O ausgehend trage man die Lange 1 nach einer 
Richtung und die Lange p senkrecht dazu ab: O Ay = 1, OB, = p. Wir 
setzen p zunachst als positiv voraus. Jetzt werde die Lange a, in der 
Richtung O A, oder der entgegengesetzten, je nachdem ay positiv oder 
negativ ist, von O aus abgetragen: OA, =a). Zieht man nun A, B, 
parallel A) By, so wird O B, = a p, wobei O B, positiv oder negativ zu 
rechnen ist, je nachdem B, auf derselben Seite von O liegt wie By oder 
auf der entgegengesetzten Seite. Jetzt trage man von O aus die Lange — a, 
in der Richtung O By oder der entgegengesetzten auf, je nachdem — a, 
positiv oder negativ ist: O B = —a,, dann ist 


B By = dy p =.0, = 07. 


Dabei ist B B, positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung 
B nach B, der Richtung O nach By gleich oder entgegengesetzt ist. 
Um nun B B, mit p zu multiplizieren, braucht man nur in B, eine 
Senkrechte auf A, B, zu errichten und so das rechtwinklige Dreieck B, BC, 
zu konstruieren. Das Dreieck B, BC, ist dem Dreieck A, O B, ahnlich 
und die Seiten BB, und BC, verhalten sich wie 1 zu p. Mithin ist 


B Ce by pe 


Dabei ist B C, positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung 
von B nach C, zu der Richtung von O nach B, ebenso oder entgegengesetzt 
liegt, wie die Richtung von O nach B, zu der von O nach Ay. Um b, p + ag 
zu erhalten, tragt man wieder — a, von B aus ab; BC = —a, und zwar 
in der positiven oder negativen Richtung in dem eben definierten Sinne, 
je nachdem — a, positiv oder negativ ist. Dannist C C, = b, p + ad, = dz, 
wobei wieder C C, positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem die 
Richtung von C nach C, die positive oder die negative ist. So kann man 
fortfahren und aus C C, = b, in der analogen Weise D D, = by p + az 
finden usw. Dabei ist C D = —a, und die positive Richtung ist die- 
jenige, welche zu der positiven Richtung auf der Geraden BC C, ebenso 
liegt wie die Richtung von O nach By zu der von O nach Ap». 

In der Fig. 4 ist z. B. der Wert der ganzen Funktion dritten Grades 
1.85 2? + 1.61 a? — 2.44 ~ + 0.79 fiir x = 1.08 konstruiert. Die Zeichnung 
gibt D D, = + 2.40, was ein wenig zu groB ist. 

Der Vorteil dieser Anordnung der ahnlichen Dreiecke besteht darin, 
da8, wenn man nun den Wert von p andert, die Punkte Ay, A,, B, C, D 
usw. liegen bleiben und nur Bo, B,, Cy, D, usw. sich andern. Es braucht 
z. B. bei einer ganzen Funktion dritten Grades nur die gebrochene Linie 
A, B, C, D, neu gezogen zu werden. Die Linie Ay By braucht man dabei 
zunachst noch gar nicht zu ziehen, wenn man den Wert von p finden will, 
fir den D, D verschwindet. Hat man die Lage der gebrochenen Linie 
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A, B, C, D, gefunden, bei der D, mit D zusammenfallt, so kann man nun- 
mehr durch Ay eine Parallele zu A,B, ziehen und damit p selbst kon- 
struieren. Ist dabei O A, klein gegen O A,, so tut man gut, die Parallele 
zu A, B, nicht durch Aj, sondern durch einen Punkt A’ zu legen, der 
z. B. zehnmal soweit von O entfernt ist. Dann erhalt man p im zehn- 
fachen Ma8stab. Wird p negativ, so fallt der Punkt B, auf die entgegen- 
gesetzte Seite von O; die positiven Richtungen, die in Fig. 1 durch Pfeile 
bezeichnet sind, bleiben dagegen dieselben wie vorher. 

Bei einer Gleichung zweiten Grades mu C C, verschwinden. Hier 
haben wir es also nur mit der gebrochenen Linie A, B, C, zu tun. Damit 
C, mit C zusammenfalle, mu8 B, auf einem Kreise liegen, dessen Durch- 
messer A, C ist. Man hat also nur nétig, um den Halbierungspunkt von 
A, C mit dem Radius $ A, C einen Kreis zu schlagen, um die beiden Lagen 
von B, und damit die beiden Punkte B) zu konstruieren, welche die beiden 
Wurzeln der Gleichung darstellen. 

Bei einer Gleichung dritten Grades soll D mit D, zusammenfallen. 
Nun bewegt sich, wenn B, die Gerade BO durchlauft, der Punkt D, auf 
der Geraden C D. Die Geschwindigkeiten, mit denen sich B, und D, be- 
wegen, verhalten sich wie d) zu 3 a) x2 + 2a,% + a,. Der Punkt D, wird 
daher seine Bewegung nur dann umkehren, wenn 3 a) 2? + 24a,” +4 a, 
sein Zeichen wechselt. Die betreffenden Werte von x sind die Wurzeln 
der Gleichung zweiten Grades 


34,2+2a,%+ a, =), 


die man in der eben beschriebenen Weise konstruieren kann, voraus- 
gesetzt, da sie reell sind. Mit diesen beiden Werten von x findet man 
die beiden Punkte D,, D, auf der Geraden D C, in denen die Bewegung von 
D, umkebrt. Durchlauft nun der Punkt B, die ganze unendliche Gerade 
BO von — » bis + o, so geht die Bewegung von D, in der folgenden 
Weise vor sich. D, kommt aus dem negativ Unendlichen und bewegt sich 
bis D,, kehrt dann um bis D,, kehrt hier abermals um und bewegt sich 
nach der andern Seite ins positiv Unendliche. Je nachdem nun D zwischen 
D, und D, liegt oder nicht, wird dieser Punkt dreimal oder nur einmal 
passiert. Je nachdem hat also die Gleichung dritten Grades drei Wurzeln 
oder nur eine. Wenn dagegen die Gleichung zweiten Grades 3 ay 2 
+ 2a,2 + a, =0 keine reellen Wurzeln hat, so kehrt die Bewegung des 
Punktes D, nicht um, sondern beschreibt die ganze Gerade C D in dem- 
selben Sinne. In dem Falle unserer Zeichnung (Fig. 2) z. B. liegt D eben 
auBerhalb D, D;. Die Gleichung hat daher nur eine Wurzel. Um sie zu 
finden, sucht man zwei Lagen von B, auf, fiir die die beiden Lagen von 
D, dem Punkte D von entgegengesetzten Seiten nahe kommen. Dann 
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teilt man die kleine Strecke zwischen den beiden Lagen von B, nach dem 
Augenmal} in demselben Verhaltnis, in dem D die kleine Strecke zwischen 
den beiden Lagern von D, teilt. Mit dem so gefundenen Punkt B, macht 


man die Konstruktion des zugehdrigen Punktes D,. Fallt er noch deutlich — 


neben D, so andert man B, ein wenig, so dali D, eben auf die andere Seite 
von D riickt, und teilt dann wieder die Strecke zwischen den beiden Lagen 
von B, nach dem Augenma® in demselben Verhaltnis, in dem D die Strecke 
zwischen den beiden Lagen von D, teilt. So findet man die gesuchte Lage 
von B, alsbald so genau, wie die Zeichnung es tiberhaupt zulaBt. Ist diese 
Genauigkeit nicht gro® genug, so wird es im allgemeinen nicht lohnen, 
die Zeichnung im gréGeren Mafstab sorgfaltiger zu wiederholen, sondern 
es wird besser sein, den gefundenen rohen Naherungswert auf die oben 
beschriebene Weise rechnerisch zu verbessern. Die Fig. 2 stellt die 
Gleichung 
Mew he a NG ACA pe 9G) (0) 

dar und gibt fiir die Wurzel den Naherungswert — 41.75. 

Zur Verbesserung dieses Wertes findet man mit dem Rechenschieber 
nach dem oben beschriebenen Schema: 


18.5 +161 —244 4.7.9 


EO, pie OG eS aa 

=f 6.90 GAVE ee =a OS! 
739 4. wea A 89.2 

ART] S99 


A ee 
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Die Wurzel ist also 
= — 1.758. 

Hier ist die letzte Stelle nicht mehr sicher, weil der Wert der Funk- 

tion + 0.7 um eine halbe Einheit der ersten Dezimale und daher die Ver- 

besserung — 0.008 um mehr als eine halbe Einheit der letzten Dezimale 


_ fehlerhaft sein kann. Zur Probe mége mit. dem Naherungswerte — 1.758 


die Rechnung noch einmal gemacht werden, wobei statt des Rechen- 
schiebers eine Rechentafel angewendet wird. 
18.5 +1614 —244 + 7.9 
— 32.523, +- 28.871634 — 7.86113 
— 16.423 + 4.471634 + 0.03887 
— 32.523 + 86.047068 
— 48.946 + 90:52 
— 32.523 
— 81.469. - 
Die nachste Verbesserung wiirde der Gleichung 


18.5 u® — 81.469 u? + 90.52 u + 0.03887 = 0 


zu gentigen haben. Nimmt man u = — 0.0004, so wird der Koeffizient 
4 
90.52 beim Weiterrechnen nur noch um weniger als 9000 seines Betrages 
andert. Man kann daher gleich die Divisi ait age f 
geandert. Man kann daher gleich die Division ——5)75- etwa aul 50) 
ausfiihren und erhalt 
u = — 0.000429, 
demnach als Wurzel der gegebenen Gleichung 
—— 1.758429. 


Als zweites Beispiel moge die oben auf anderem Wege behandelte 
Gleichung 
7 2 ——5.47 23 + 3.33 2? + 1.722 —0.15 = 0 


 dienen (vgl. Fig. 3). 7 


& fallt in diesem Falle mit 0 zusammen, weil der Koeffizient von a4 
Null ist. Die gebrochenen Linien selbst werden am besten mit Bleistift 
eingezeichnet, wahrend die festen Linien, auf denen ihre Ecken liegen 
miissen, mit Tinte oder Tusche ausgezogen werden. Die verschiedenen 
Lagen des ersten Eckpunktes sind in der Figur in der Reihenfolge, in der 
sie liegen, mit 1, 2,3,...,16 bezeichnet. Die entsprechenden Punkte 
auf der Geraden E F tragen dieselben Nummern. Diese legen nun aber 
nicht in derselben Reihenfolge. Die Punkte 1, 2, 3 folgen von links nach 
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rechts aufeinander, die Punkte 3, 4, 5, 6, 7, 8 dagegen von rechts nach 
links und die Punkte 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 wieder von links 
nach rechts. Der Punkt 4 auf der ersten Geraden ist so weit links gewahlt, 
da allen Punkten, die noch weiter links liegen, Punkte auf der zweiten Ge- 
raden entsprechen, die weiter nach links liegen als der Punkt 1 der zweiten 
Geraden. Man erkennt dies sogleich daran, dafi die dem Punkt 4 ent- 
sprechende gebrochene Linie immer nur nach derselben Seite hin umbricht. 
Der letzte Punkt 16 der ersten Geraden ist so weit rechts gewahit, dah 
allen Punkten, die noch weiter rechts liegen, Punkte der zweiten Geraden 
entsprechen, die weiter rechts liegen als der Punkt 16 der zweiten Geraden. 
Man erkennt dies wieder daran, dai die entsprechende gebrochene Linie 
nur nach einer Seite hin umbricht. Zugleich sind die Punkte 1 und 416 
der ersten Geraden so weit auseinandergeriickt, da die entsprechenden 
Punkte 1 und 16 der zweiten Geraden den Punkt / zwischen sich haben. 
Nun hat man zu untersuchen, wo bei der Bewegung auf der ersten Geraden 
der entsprechende Punkt der zweiten Geraden mit / zusammenfallt. Es 
geschieht dreimal, erstens nahe bei 2, zweitens nahe bei 6 und drittens 
zwischen 9 und 10. Man erhalt so auf der ersten Geraden drei Punkte, 
deren Abszissen von 0 aus gerechnet den drei Wurzeln der Gleichung pro- 
portional sind. Die Wurzeln selbst sind die Verhaltnisse dieser Abszissen 
zu OA. Man konstruiert die Werte der Wurzeln selbst, indem man die 
Punkte mit A verbindet und durch Aj, wo O Ay = 10 ist, Parallelen zu den 
Verbindungslinien zieht. In diesem Falle ist es bequemer, die Abszissen 
durch O A = 7 zu dividieren. Die Abszissen der Punkte 2 und 6 auf der 
ersten Geraden sind —7 und —3. Der zwischen 9 und 410 zu inter- 
polierende Punkt hat etwa die Abszisse + 0.7. Fir die Wurzeln erhalt 
man demnach: 


Lt, = —1.0 
Ly = —0.43 
Ca aOR 


Die dritte Wurzel haben wir schon oben genauer berechnet zu 
+ 0.0771379. Um auch die andern Wurzeln genauer zu finden, wiirde man 
das oben beschriebene Verfahren von Newton anwenden kénnen. 

1. Naherung: — 1.0. 


=e 0O— 547+ 3.33+ 1.72 —0.15 
— 7+ 7 — 1.53 — 1.80°+ 0.08 
— 7+ 153+ 1.80 — 0.08 — 0.07 
= TH 1e “95.53 4213738 


— 14 + 15.53 — 13.73 + 13.65 


0.07 
K ktur: ——— 5A. 
orrektur: -- 13.65 0.0054 
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Hier ist es wegen des runden Wertes der Naherung vorteilhaft, die Ent- 
wicklung nach Potenzen von «+ 1 zu machen und demnach fortzufahren : 
—14 + 15.53 — 13.73 + 13.65 

— 7424 —36.53 
—24 + 36.53 — 50.26 
— 7 + 28 
— 28 + 64.53 
— 7 
— 35. 
_ Wir haben dann, wenn z+ 1= vu geschrieben wird, fiir u die 
Gleichung: 
7 uw — 35 ut + 64.53 u? — 50.26 u? + 13.65 uw —0.07 = 0. 
1. Naherung: u = + 0.0051. 
Mit der Rechentafel erhalt man: 
7 —35 + 64.53 —50.26 + 13.65 —0.07 
+ 0.0357 — 0.1783 + 0.3282 — 0.2546 + 0.068316 


— 34.9643 + 64.3517 — 49.9318 + 13.3954 — 0.001682 
+ 0.036 — 0.1478 + 0.328 — 0.253 


— 34.928 + 64.174 —49.60 + 13.44. 


Die vorletzte Reihe ist genau genug mit dem Rechenschieber zu 
erhalten. 


Korrektur: See 0.000128 
orrektur: ++ AS 4L = VU. . 
Mithin ist die Wurzel: 2, = — 0.994772. 


Um auch die zweite Wurzel zu finden, setzen wir: 
1. Naherung: —0.4 
und rechnen die Entwicklung nach Potenzen von x + 0.4 mit allen 
- Stellen aus. 
7 0 —5.47+3.33 4+ 141.72 —0.415 
— 2.84412+41.74 —2.028 + 0.1232 
2.8 —4.35 + 5.07 — 0.308 — 0.0268 
— 2.8 + 2.24 + 0.844 — 2.3656 
— 5.6 —2.11 + 5.914 — 2.6736 
- 2.8 + 3.36 —0.500 
a ee ee yA 


Se Teel ay Aan 
— 44.2 15.73 
= 98 


SCY Vay 
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Schreibt man x + 0.4 =u, so gentigt also uw der Gleichung 
7 w® — 14 ut 4+ 5.73 u? + 5.414 uw? — 2.6736 u — 0.0268 = 0. 
0.0268 


Korrektur : 67h 0.010. 


Naherung: u = — 0.01. 
7—44 45.73 +5414 —2.6736 —0.0268 
—— 0.07 + 0.1407 — 0.05871 — 0.05355 + 0.0272715 
— 14.07 + 5.8707 + 5.35529 — 2.72715 + 0.0004715 
— 0.07 + 0.1414-— 0.06012 — 0.05295 
— 14.14 + 6.0121 + 5.29517 — 2.7801. 
Korrektur: + 0.00017. 
Demnach die Wurzel: 
X = — 0.40983. 

Das beschriebene graphische Verfahren lat sich nur auf Gleichungen 
anwenden, in denen eine ganze rationale Funktion gleich Null gesetzt ist. 
Wenn die Gleichung nicht auf die Form einer ganzen rationalen Funktion 
gebracht werden kann, oder wenn die Gleichung sich in gebrochener Form 
erheblich einfacher schreiben lat, so kann man die graphische Lésung auf 
andere Weise bewirken. Man kann z. B. die Gleichung in die Form bringen: 


f(t) = — (2). 

Wenn nun die beiden Funktionen f (x) und @ (2) fiir sich in ihrem 
Verlauf bekannt sind oder bequem berechnet werden koénnen, so kann man 
jede derselben als Ordinate einer Kurve darstellen. Dann liefern die Ab- 
szissen der Schnittpunkte der beiden Kurven die Wurzeln der Gleichung. 

ist z. B. die Gleichung 

or sin (a 70) 


gegeben, so zeichne man auf quadriertem Papier die gerade Linie y = x 
und die Sinuskurve y = sin (2). Schon eine ganz rohe Zeichnung laBt 
erkennen, dafi die Gleichung auBer x = 0 zwei und nur zwei Wurzein in der 
Nibeavon 2 —=--— OF7 under-— 0-7 hat. 

Man kann nun in groferem Mafkstabe die Zeichnung wiederholen, 
wobei man die Punkte nur in der Nahe von = 0.7 zu konstruieren braucht. 
Es ist aber im allgemeinen zweckmaBiger, die genauere Bestimmung der 
-Wurzel durch Rechnung zu machen. 

Mit Hilfe von Sinustafeln findet man: 

| 


Eo | Si stag) Diff. 


| | 


0.7. | 0.80902 | — 0.10902. 


0.72 | 0.77054 | — 0.05054 
0.74 | 0.72897 | + 0.01103 
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Die Anderung der Differenz 2 — sin (2) in dem Intervall 0.7 bis 


_ 0.72 ist bis auf etwa 5°/) ihres Betrages gleich ihrer Anderung in dem 


Interval! 0.72 bis 0.74. Soweit etwa kénnen wir daher die Anderung von 


- &—sin (xz) zwischen 0. 72 und 0:74 derjenigen von x proportional setzen. 


Unter dieser Voraussetzung finden wir fiir die Wurzel: 


0.74 — 0.02 ” 0:7364 
. > . “Sin: < . . 


Geniigt diese Genauigkeit noch nicht, so rechnen wir mit diesem und 
einem benachbarten Werte noch einmal: 
£ | sin % | Diff. 
0.7364 | 0.736639 | — 0.000239 
0.7365 | 0.736451 | + 0.000049 ° 


- woraws man erhalt 


49 
x = 0.7365 — 0.0004 - ae = 0.736483. 
Die andere Wurzel ist « = — 0.736483, abgesehen von dem Wert 
ie Us 
Statt der Gleichung 
f(x) = 9 (*) 


kann man auch beim graphischen Auftragen sowohl wie bei der genaueren 
Berechnung die Form 
log f (4) = log (x), 


‘oder man kann irgendeine andere Funktion des Wertes f (x) gleich der- 


selben Funktion des Wertes @ (”) setzen. Dabei wird man sich von dem 
Gesichtspunkt leiten lassen, die Berechnung der linken und rechten Seite 
moglichst zu erleichtern. Wenn z. B. die Werte von f (x) und (x) doch 
mit Logarithmen berechnet werden, so tut man besser, bei den Logarithmen 
von f (x) und @ (a) stehenzubleiben und sich das Aufschlagen der Numeri 
zu ersparen. 

Wenn z. B. bei der Losung der Gleichung «2 —sin (wx) = 0 nur 
logarithmisch trigonometrische Tafeln zur Verfiigung stehen, so schreibt 


man die Gleichung in der Form 


iog « = log sina x. 


x | log x | log sin 7 x | Differenz 
0.7364 | 9.867114 | 9.867269 | — 0.000155 
0.7365 | 9.867173 | 9.867144 | + 0.000029 


110 lV. Abschnitt. Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 


Daraus durch Interpolation 


29 
ran ay face Di «bas Y 
x = 0.7365 — 0.0001 184 0.736484. 


§ 19. Anwendung der Additionslogarithmen. 


Besteht die Gleichung, deren Wurzel man sucht, aus einer Summe 
von positiven und negativen Gliedern, so ist es mitunter zweckmafig, die 
positiven Glieder und negativen Glieder auf verschiedene Seiten zu bringen, 
so da in 

f (x) = 9 (@) 
f (x) und qg (#) Summen von positiven Gliedern bedeuten. Indem man 
nun auf beiden Seiten die Logarithmen nimmt: 


log f (w) = log y (x), 
fiihrt man die Berechnung der beiden Seiten mit Hilfe von Tafeln der 
Additionslogarithmen in folgender Weise aus. 
Es sei f (v) = P+ P,+.---+ P, und es seien die Logarithmen 
von P, P,...P, gefunden, so schreibe man 


Sp sb Be 
Sg3= 8. + Ps 
Sy = Sp_1 + Pi, 


so daB also sx, = P+ P,+---+ P, wird. 
IP 
Mit Hilfe der Additionslogarithmen findet man aus log PD. den Wert 
1 
(5 +1) doi. log ooh Wikd. dazu log’ Saduieerteccasihee eee 
— , d.i. log —. r u log — iert, s —, 
og P, g P, g P, ergibt sich log P, 


s 
Aus log se findet man durch die Tafel der Additionslogarithmen 
2 


Sy ; 6 So ° P, . . . 
log ?. +4}, d.i. log p- Wird dazu log addiert, so ergibt sich 
2 2 3 


s S 
log 7 Aus log P, findet man durch die Tafel der Additionslogarithmen 
3 


S s 
log ie +1) ree hn logs usf. Die Rechnung lat sich in folgendes Schema 
3 


bringen. Ks sei 


§ 19. Anwendung der Additionslogarithmen. 111 


4 Ue 

Be ney B = log (5 +1) 
1 1 
Sy ¢ Sy 


a B, = log(;~ + 1) 
So 83 
A, = log 5 Jaf =log (z+ 1) 


St— Sp— 
A;_1 = log aE By_1 = log (= a 1), 
k kb 


so dab also mit Hilfe der Tafel der Additionslogarithmen der Wert von B 
aus dem von A und ebenso A, aus A, B, aus A, usw. gefunden wird, so 
hat man 

As= log P —log P, 

A, = B + log P, — log P, 

A, = B, + log P, —log P; 


Ay_1 = By_2 + log Px_, —log P, 
und endlich 
log f (x) = By_i + log Py. 


In ahnlicher Weise findet man log @ (2). 
Sei insbesondere 


f(a) =aae"+a,a% 4+ +--+ a, 2% 
p (4) =an" + aa "+--+ + aa" 
dey = hy > <> Ty, 1S Ny > 2 > ny Dann, ist Py. = a7e% tnd 
daher: 
log P, —log P,41 = (n, —Na41) log x + log a, — log a, 41. 
Schreiben wir zur Abkiirzung 
¢ =log a —loga, 
¢, = log a, — log a, 
a = log a_; — log a, 
so nimmt das Schema zur Berechnung von logf (#) die Gestalt an: 


A= (n —n,) log (x) +e 
A, = B+ (nm — ng) log (2) + 


Ay_-1 = Joya + (Nya == Ny) log x -+- Cr—=15 
log f (x) = By_y + my log x + log ay. 
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Eine analoge Rechnung liefert: “4 
log.) = Bea + nlog x + log a, 


so dafi die Gleichung log f (x) —log @ (a) in der Form geschrieben werden 
kann: 


By-1 — Bry - (m —m) log-x + log ag — log @ = 0: 
Es sei z. B. die positive Wurzel der Gleichung 
24 a®§ — 53 a? + 6525 + 312 x47 —74 = 0 
zu berechnen. Wir schreiben Be in der Form 
log (21 218 + 65 2° + 3412 #7) = log (53 a? + 74) 


log 24 = 1.322249 ~¢ = 9.509306 —10- ».—-7, = $8 

log. 65 = 1.812913 ~ ¢c, = 9.318758.— 10 n,—=n, = 3 

log 342 = 2.494155 j 

log. Boia 1794076 ge 0. O5R0AE Gorn a, aes 

log 74 -= 1.869232 4 
log a, —log a = 0.624923 mn, —m = 2. 


Die beiden Schemata zur Berechnung von log (x) und log @ (#) 
werden hier also 
A 8 log x + 9.509306 —10 | A =7log a 
A, = B+ 3log ae + 9.318758 — 10 | + 9.855044 — 10 


und die Endgleichung wird 
B, —B + 2 log « + 0.624923 = 0. 


Wir fanden oben fiir z den Wert 0.48246. Es soll hier die Probe 
gemacht werden, indem wir die linke Seite fiir 7 = 0.48245 und fir 7 = 
0.48246 ausrechnen Die Rechnungen werden fiir beide Werte gleichzeitig 
gemacht; dabei fallt fir den zweiten Wert alles Blattern fort. 


loga: 9.683452 3464 
Slog: 7.467616 7688 7 log x :.7.784164 4227 
9.509306 9306 9.855044 5044 

A : 6.976922 6994 : 7.639208 - 9274 


B: 0.000412 0412 : 0.001888 41888 
3 Jog-x : 9.050356 0383 
9.318758 8758 


A, : 8.369526 9553 = 
Bs 0.010052 0053 :. 


Spl] =! 
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“See B,—B: 0.008164 8165 
git 3 2 log xa: 9.366904 6922 © 
S 0.624923 4923 — 
9.999991 0010 
ee Die Wurzel liegt danach zwischen 0.48245 und 0.48246. Die Inter- 
polation gibt 0.482455. 
é Mitunter ist es vorteilhaft, auch statt der Unbekannten z eine Funk- 
_ tion von x einzufiihren. So kann man z. B. als Unbekannte log x be- 
se trachten und erst, nachdem man mit ausreichender Genauigkeit den Wert 
von log a gefunden hat, den zugehérigen Numerus aufschlagen. Wenn 
-man-z. B. in dem Falle der eben behandelten Gleichung schon wei, daB, 
wegen der Kleinheit von z, B, und B klein sind, so hat man mit Vernach- 
 lassigung von B, =P 


; 2 log x + 0.624923 = 0, 
also in erster Annaherung 
log x = 9.69 — 10. 

Nun rechne man das Schema etwa mit log x = 9.68 und 9.69 durch. 
Man kann dabei auch so verfahren, da man allein mit log x = 9.68 rechnet 
und immer nur hinschreibt, wieviel Einheiten der letzten Stelle hinzu- 
‘kommen wiirden, wenn statt 9.68 die Zahl 9.69 genommen wiirde. Dabei 
- hat man es nur mit der Tabelle der Additionslogarithmen zu tun: 


Anderung in Einheiten 
der zweiten Dezimale 
log x : 9.68 +1 
Slog x : 7.44 +8 
9.509 
A : 6.949 +8 
B : 0.000 0.00 
3 log x : 9.04 +3 
9.319 
A, : 8.359 +3 
B, 3 02010 + 0.07 
ae 7 log # : 7.76 1} 
9.855 
A :7.615 67 
B :0.002 0.03 
B,— B :0.008 + 0.04 
2 log x : 9.36 +2 
0.625 
9.993 + 2.04 
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114 IV. Abschnitt. Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 


Um die linke Seite der Gleichung zu Null zu machen, muf sie um 
0.7 Einheiten der zweiten Stelle vergréSert werden. Also ist log x um 


0.7 
204 Einheiten der zweiten Stelle zu vergréfern. Das ergibt 
log x : 9.6834. 


Wiederholt man mit dieser neuen Zahl die Rechnung, so ist es hier 
nicht nétig, die Anderungen ebenfalls noch mal zu berechnen, die durch 
eine Anderung der Zahl 9.6834 eintreten. Denn man kann annehmen, 
daB die Anderung der linken Seite der Gleichung der Anderung von log « 
proportional bleibt. 


Man findet: 
log 8a : 7.4672 log 7 x : 7.7838 
9.509306 9.855044 
A : 6.976506 A : 7.638844 
B : 0.000414 B : 0.001886 
3 log x : 9.0502 
9.318758 
A, : 8.369369 B, — B : 0.008162 
B, : 0.010048 2 log x : 9.3668 
0.624923 
9.999885 


OO tha. ey @ anes 
Korrektur: 04 Einheiten der zweiten Stelle = 56 Einheiten der sechsten 


Stelle. 
Mithin 
log a = 9.683456 
% = 0,4820455. 


Derselbe Kunstegriff, log x als die Unbekannte zu betrachten, kann 
auch bei der graphischen Loésung der Gleichung benutzt werden. Man 
macht log # zur Abszisse und log f (x) bzw. log @ (x) zur Ordinate. Die 
Abszisse des Schnittpunktes der beiden Kurven liefert den gesuchten Wert 
von log x. Als Beispiel mégen die negativen Wurzeln der Gleichung 


7 —5.47 22 4+ 3.33 2? 17242 0415 = 0 


gesucht werden. Wir vertauschen zunachst « mit —« und verwandeln so 
die negativen Wurzeln in die positiven Wurzeln der Gleichung 


— 7 + 5.47 «8 + 3.33 2 —1.72 2 —0.15 = 0. 


Um zunachst die gréBeren Werte von x zu untersuchen, dividieren 


Bi ae is TOA De 
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: 4 
wir durch 2° und setzen —=y. Dann wird 
x 


f(y) = 3.33 y® + 5.47 y? 

@ (y) = 0.15 y® + 1.72 y4 +. 7 

log 0.15 = 91761 — 
¢ = 9.7844 | log 1.72 = 0.2355 ¢ = ene 
log- "7 = 0.8454. “1 > *: 


A = logy + 9.7844 Ars log y + 8.9406 


log f (y) = B+ 2logy +. 0.7380 | 41= 8 + 4logy + 9.3904 
log@ (y) = B, + 0.8454 


log 3.33 = 0.5224 
log 5.47 = 0.7380 


Die Tabelle der Additionslogarithmen stellt man sich am besten 
ein fiir allemal graphisch dar, indem man zur Abszisse A = log z die Ordi- 
nate B = log (z + 1) auftragt. 


Fig. 4. 


Zeichnet man noch die Werte der Konstanten c, ¢ usw. als Abszissen 
oder Ordinaten ein, so kann man log f (y) und log  (y) fiir eine Reihen- 
folge von Werten von log y bequem mit dem Zirkel konstruieren. Man 
erkennt so gleich, daf die GréBen B und B immer positiv und um so kleiner 
sind, je kleiner y wird. Fir hinreichend kleine Werte von y werden sie 
beliebig klein. Dies bedeutet geometrisch gesprochen, dai die beiden 
Kurven Abszisse: log y, Ordinate: log f (y) und log @ (y) bei algebraisch 
kleinen Werten von y in gerade Linien auslaufen, deren Gleichungen sind: 


log f (y) = 2 log y + 0.7380 
log wm (y) = 0.8451. 


_ Nach algebraisch groferen Werten von y weichen die Kurven mehr 


und mehr nach oben von den Geraden ab (vgl. Fig. 5). 


Man zeichne nun zuerst die beiden Geraden ein und fiige dann fir 
eine Anzahl von Werten von log y die Werte B und B, zu den Ordinaten 
der Geraden hinzu. Konstruiert man z. B. die Kurvenpunkte fiir log y = 

g* 


en, a 


4 : ‘ 
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9.8 — 10, so sieht man, daf& sie in der Nahe der Geraden liegen. Fiir kleinere 


Werte von y miissen sich die Kurven noch naher an die Geraden an- 


aT 
a2 


eS 


ee oe ee 


Fig. 5. 


schmiegen, und da diese nach links immer weiter auseinander laufen, so 
gibt es keine Wurzel links von logy = 9.8—10. Nahe bei logy=0 
hegt dagegen eine Wurzel, wahrend rechts davon bis logy = 0.2 keine 
Wurzel vorkommt. Fir gréfere Werte von logy ist log kleiner als 


9.8—10. Hier tragt man log «x selbst als Abszisse auf und setzt 


c)= 7x + 4.72" + 0.45 
f (a) = 5.47 2 + 3.33.2 | -A =< - [f4log# + 0.6096 
A 


A = log x + 0.2156 
log f (x) = B + 2log x + 0.5224 i= B+ logz + 1.0594 
log (x) = B, + 9.1761 


Zuerst konstruiert man wieder die beiden Geraden: 


Ordinate = 2 log x + 0.5224 
und 
Ordinate = 9.1761. 


Fig. 6. 


Bei Jog z = 9.2 —10 liegt die erste Kurve schon unter der Geraden, 
deren Ordinate gleich 9.1761. Links davon liegt daher keine Wurzel 
mehr. Wir finden einen Schnittpunkt der Kurven in der Nahe von 
log x = = 9.6 —10 auber dem eben gefundenen Werte in der Nahe von 
log 0. 
Um auch fir positive Werte von A = logz den zugehérigen Wert 
von B= log (g +1) zu konstruieren, hat man nicht notig, die Kurve, 
pe een Abszisse und Ordinate A und B sind, auch fir positive Abszissen 
& mM zeichnen, denn man kann B auch in der Form 


4 
pees + log (1 +=] 


% - darstellen, wobei man log (1 a. -| als die zu — A _ gehdérige Ordinate 


118 IV. Abschnitt. Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 


§ 20. Trinomische Gleichungen. 


Fiir einige Klassen von Gleichungen gibt es besondere Methoden, 
um die Wurzeln darzustellen. 
Gleichungen dritten Grades 


g(z)=e28+ar4+b0x4+ce=0 


a . os e ° hh 
Jassen sich, indem man # + — = y als Unbekannte einfiihrt, auf die Form 
(o) 


bringen: 
Ua ae’ Ne a ask 
Dabei ist 


Fiihrt man nun statt y wieder eine neue Veranderliche z = my ein, 
so erhalt man fiir z die Gleichung 
BP mp2 mig =O: 
Diese Gleichung laBt sich bei passender Wahl von m mit der Gleichung 


a c . . u f 
in Ubereinstimmung bringen, welche cos > als Funktion von cos w oder 
3) 


u ‘u 
Cof- als Funktion von Cof u bestimmt, oder endlich Sin = als Funktion 
ee) vo 


von Sin u bestimmt. Es ist namlich 
u 3 u 1 


cos? Feb © COS ty te COSTE 
vo ‘a oO 1 
und k 
, 3 u 1 
Cof aes 7 Cof Bale Cofu 
Jv tb 2) 4 
Gu hes ae Ae eae 
Sin aK 7 si, = { Situ 
Je nachdem nun p negativ oder positiv ist, bestimmt man m so, dah 
2 . g 
oO t 
m? p = —— oder m® p = + — wird und erhalt die Gleichung fir z in 
+ 4 
der Form 
3 3 3 d 3 3 3 
2 Pap ey eee eae q- 


m kann dabei positiv oder negativ gewahlt werden, da bisher nur iiber 
den Wert von m? verfiigt ist. Man wahle das Vorzeichen von m dem 
von g entgegengesetzt, so dai -——m*q positiv ist. Die Wurzeln der 


ho el ee 


INE BNE Weg om Ler © ee en UE ee me 
PoP a y 


gh cha a 


oe 


SN ee NPN, tore PUP areas een say 
‘ 


UN NPE Te Pe vel 
WAN Gane 


8 | 
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Gleichung kénnen nun in der folgenden Weise gefunden werden. Wenn 
p negativ ist und —4m%q <1, so bestimmt man einen Winkel u, so 
dafi cos w = —4 mq; dann sind die Wurzeln der Gleichung: 

u 


Ww U 
ii Sata 120°), (— ue 24 | 5 
1 = COS 2p cos (4 3 = C08'|5 + 240 


Wenn p negativ ist und —4m*q> 1, so bestimmt man aus einer 


Tabelle der hyperbolischen Funktion den Wert uso, da8 Cof u = — 4 m?* q. 
Dann hat die Gleichung nur die eine reelle Wurzel 
u 
Cof a 
Wenn endlich p positiv ist, so bestimmt man aus einer Tabelle der hyper- 
bolischen Funktionen den Wert von u so, da’ Sin u = —4 mq ist. Dann 
hat die Gleichung nur die eine reelle Wurzel 
u 
Sin 5 
Beispiel : 
x? — 1.74 2? — 2.522 + 3.97 = 0 
INT ieee 58 
Vv 
{ —1.74 —2.52 + 3.97 
0.58 — 0.6728 — 1.851824 *) 
— 1.16 — 3.1928 + 2.118176 = q 
+ 0.58 — 0.3364 
— 0.58 — 3.5292 = p 
log 0.75 = 9.875061 
log p == 0.547676 
9.327385 
log m == 9.663692, 
log m* = 8.991076 
logg = 0.325962 
log 4 = 0.602060 
log cos u = 9.919098 u = 33° 53’ 51” 


me LAO TAD] 


| 


Sea ee tall] 577 


= 4 240 = 2519 17’ 57” 


*) Die Multiplikationen sind mit einer Rechentafel ausgefiihrt. 
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log z, = 9.991504 


log z, = 9.819538, 
log z; = 9.506000,, 
log m = 9.663692, 


a 
; ae 
‘4 


log y, = 0.327809, Yy = — 2.12720 

log y, = 0.155846 Yo = 1.43168 es 

log y,; = 9.842308 Ysi= - 70 Ob Don : 

a E 

= si 0.58 

ty = — 1.54720 oF 

Digan aA OS a 

aS Pp aiay) a 

Probe: log z, = 0.189546, 5 

log, = 0303559 < 

log x, = 0.105687 ; 

log 2, %» %3 = 0.598792, 2, % X3 = —3.97001 = 

soll: — 3.97 % 

Wenn es sich nur um eine oberflachliche Kenntnis der Wurzeln 
handelt, so lohnt sich diese Berechnung der Wurzeln nicht. Man tut dann 

besser, die Gleichung fiir y in der Form 

hho oe ae | | ec 


zu schreiben und die linke Seite als Ordinate einer Kurve zur Abszisse Y, 


die rechte Seite durch die gerade Linie 


Ordinate = — py —q 


mR 


7 f 
ad = 1 = i 
Ns Sey Pye Os og 
T — i iy 
| | 


ol eee 
Et Peay 
| | 
ian 
ifs ea = 
Bae Seos 
“ll t ake ee 
eter Bt ee ond 
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earvustellen: Sind die Werte der Gediaten groB im Verhaltnis zu len 
:  Werten ‘von y, so stelle man die Ordinaten in einem kleineren MaBstab 
dar als die Abszissen. So sind z. B. in der Fig. 7, welche zu der Gleichung 


y® — 3.529 y + 2.118 = 0 


oe gehort, die Abszissen in dem fiinffachen Mafstab der Ordinaten auf- 
 getragen. 
Fir andere Werte von p und qg wiirde nur die gerade Linie eine andere 


+ 


_ werden, wahrend die Kurve, deren Ordinate y? ist, unverandert bleibt, die 
man also beim Auflésen mehrerer Gleichungen dieser Art nur einmal zu 
_-zeichnen noétig haben wiirde. 


= Fallt die Wurzel iiber den Rand der Zeichnung hiniiber, so kann man 
= sich dadurch helfen, daB man y = 10z setzt. Dann ergibt sich fir z die 
-Gleichung 
= Ea ca’ 
‘a 100 1000° 


2 Die Wurzeln dieser Gleichung sind 10 mal so klein wie die der ersten. 
_ Statt 10 kann man natiirlich auch einen andern passenden Faktor einfiihren. 
Die Wurzeln der Gleichungen von der Form 


i . amt” 2 b a ie C= 0 


_ kénnen mit Benutzung einer Tabelle der Additionslogarithmen in fol- 
- _ gender Weise gefunden werden. Wir berechnen nur die positiven Wurzeln. 
Die negativen Wurzeln werden gefunden, indem man sie durch Ver- 


- Esnschung von « mit —z in die positiven Wurzeln der Gleichung . 


— a(—sz)"*" +b (—ax)™ + ¢= 0 verwandelt. Wir denken uns die Gleichung 
durch den Koeffizienten der héchsten Potenz von x dividiert und unter - 
- scheiden dann zunachst drei Falle 


Ee! 4) gr 1 eg —_f 
5 2) at" _ea™ —f 
‘ 3) gitn __ ea™ os 


I 


I 


I 
oes 


< wo e und f positive Zahlen bedeuten. Der vierte Fall 2”*" + ea” 
- +7 =0 fallt weg, weil diese Gleichung keine positiven Wurzeln haben 

_ kann. 

3 sy Der zweite Fall wird auf den ersten zuriickgefiihrt, wenn man die 

& _ Gleichung durch —f dividiert und den reziproken Wert von x als Un- 


_ bekannte einfiibrt. Wir erhalten dann 
3 4 ‘ ee jert ele. =0 
a i erika 


Wir brauchen also nur den ersten und dritten Fall zu behandeln. 
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Erster Fall: 2”*"+ ea"™—f = 0. 


us 
Statt « werde die neue Unbekannte ¢ = eingeftihrt. Dann er- 


n 


Ve 
gibt sich fiir ¢ die Gleichung 
1 
jman abe ym — Wa 
wo A= f"e—"—". Je nachdem nun ¢ gréfer oder kleiner ist als 1, mub 


1 
A" order oder kleiner als 2 sein. Je nachdem schreibt man nun ent- 


weder 
1 ] 


ima Ce cg Seas Ny 
oder 
1 1 


Tic aed Oey es @ ec RR eG 
Im ersten Fall setzt man A = log ((~") und hat dann 


m nr 
ro ai = A 


1 
+ B=—logd oder —(m+n)A+nB= log d. 
n n 


Im zweiten Fall setzt man dagegen A = log (¢”) und hat: 
m il 
—A+B OE 2A oder mA+nB=loga. 
re } 


Beide Male ist A negativ, so daf die Tafel der Additionslogarithmen 
nur fiir negative Werte von A ausgefiihrt zu sein braucht. 
Dritter Fall: 2”"*"—ea™+ f= 0. 


Statt « wird die neue Unbekannte ¢ = eingefiihrt. 


mn 
V7 
Dann ergibt sich fiir ¢ die Gleichung - 
1 
mtn __ , nem y™ fe 4 ae 0 


wo A wie im ersten Fall den Wert /" ¢—"—" bedeutet. Durch Division mit. 
™ lat sich die Gleichung in die Form bringen: 


(om oy nim 


Der kleinste Wert, den die linke Seite fiir alle positiven Werte von 1 
annimmt, wird erhalten, wo die Ableitung nach ¢ verschwindet, d. h. fiir 


n yn—1 =m j-m—-1 oder i”+™ — wee 
nr 


i: 
; 
3 
2 

; 

j 

: 
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Der kleinste Wert ist daher gleich 


m\ — n m + nyttn 
(F(a 4) one (Mt MEY ate 
n my) , mm 


nN 


Je nachdem dieser Wert kleiner oder gré8er ist als die rechte Seite 
(m oh on Weenies 
m” n” 


der Gleichung, d. h. also je nachdem kleiner oder groBer ist 


als A~', hat man zwei positive Wurzeln oder gar keine. In dem Grenzfall, 
ieee 


Wo 
(m + (as 


= 4 ist, fallen die beiden Wurzeln in dem Wert / = 


m 


Ey zusammen. Sind zwei positive Wurzeln vorhanden, also 7 


=1 


(m ae Byer 


ae 


groBer als , und ist dabei zugleich A—' kleiner als 2”*™, so 


1 
: c ; : TN es 
ist ” + ¢—™” kleiner als 2. Wir unterscheiden dann, ob der Wert t = a , 
nr 


fur den wie oben bemerkt /” + 1~” den kleinsten Wert annimmt, gréBer 


oder kleiner ist als 1, d. h. ob m gr6Ber oder kleiner ist als nm. Da namlich 
1 


fiir ¢ = 1 der Wert t” + (-™ gleich 2, also grofer als 4 "+" ist, so miissen, 
$ > cz) ? 


wenn der tiefste Punkt der Kurve y = t” + (~™ jenseits ¢ = 1 liegt, beide 
Wurzeln der Gleichung gréf8er sein als 1 und im andern Fall kleiner. Ist 
aber 2—* gréBer als 2"t” und daher i” + (~™ fiir die Wurzeln der Glei- 
chung gréfer als 2, so liegt die Kurve bei t = 1 tiefer als bei den Wurzel- 
werten, und es mu daher die eine Wurzel grofer, die andere kleiner als 1 
sein. Je nachdem nun die Wurzel grofer oder kleiner als 4 ist, setzt man 
, 1 
{” (4 fe as a Aaa 


oder 
1 


-™ (nem a 1) ee A nm 


und hat dann im ersten Fall fir A = log ¢~™"~" 


1 

. Ae log A oder 
n+ m n+m 

nA+(n+m)B=—loga 
und im zweiten Fall fiir A = log 1"*™ 
m Pears rl aes 
wee ge <1, 

n+m oh n+m Oo Oe 

—mA + (n+ m) B= —log a. 


- ee or 2 ay | Aho soe ieee ee z = , ; can 
: _ Es wird gut sein, die verschiedenen Falle noch einmal zus. 
zustellen: aes os 
¥ 1) at" + ex” —f =0 eine positive Wurzel 
© . 4 ans 
| o=Ve-t, mt 4 m= J Aa fem, ¢ 
i s 1 3 
ao daliess A" > 2, t> 4, A = log (), ; m 
oo. —(m+n)A+nB=logi. | 
‘> 1 2 2 is 
See Pb) 7 St A lor), mA eB Slog A 
Cis 2) int? _eg™__# —() eine positive Wurzel 
zs cE Ds a ; A Pee ral : ave Coed 
= ("ef araaens ret 
J 4 me xl, iegf 
= = Ve’ «t, potn = jn — eo prs ve AS je eM , 
ny 
2a) A > 2, t> 1, A =logi—™, 
—(m+n)A+mB=log id. 
1 \ 
2b) Am <2,t<41, A=logm™, nA +mB=log id. 
3) oie Nee ria a 
m+n toting ; ea. 
Wife St a ee) ae (eee, Be 
3 (m--nyete Bie 
3 a) AS eee keine positiven Wurzeln. er. 
Ea ag ee ee Se 
; m 5 Lage 
i ee tes Me a nag te. 
ee By) Ft 3 ie 
Rae zwei zusammenfallende positive Wurzeln . ae 
Fs = 7 a 1 4 a 
ie eae 4 i = (— li Aa 
a | 2 ) qt (m =[3 Dye at Qn+-m ean . Si 2 
oe . SE Gy i aS ee . ae: 
ay --——-gwei positive Wurzeln, fir beide 1 > 41 . 
ae = A=logi7“™—", —nA-+(n ae m) B = —log /. 
‘ pet: i. m nynrn 
~ a 3d) i ea sal is Yipee LN pha ef) 


mon 


zwei positive Wurzeln, fir beide t <1 


A =logi"t*™, —mA + (n + m) B = —log A. 


Boe 205 Trinomische Gleichungen. 125 
(m + nym" 
mi” n” 


3e) js , AS one 


3 t> 1 gelten die Gleichungen 3c), fir t <1 die von 3 d). 
aS Alle Falle laufen darauf hinaus, den negativen Wert von A zu finden, 
~ wenn ein Ausdruck von der Form 


+mA+nB 


_ einen vorgeschriebenen Wert haben soll. -Dabei sind m und n positive 

- Zahlen, die nicht notwendig ganze Zahlen zu sein brauchen, und B ist die 
durch die Tabelle der Additionslogarithmen gelieferte Funktion von A. 
_ Man findet den Wert von A in ahnlicher Weise, wie es oben S. 41 be- 

- schrieben worden ist. Dabei ist es vorteilhaft, zunadchst einen kurzen Aus- 

tug der Tabelle fiir Additionslogarithmen zu verwenden, den man sich 
ein fiir allemal aufstellen kann: 


ile 


2 A B A B | A B 
sS 0 | o301 | 90 | 004 | 80 | 0.004 
as 9.9 | 0.254 || 89 | 0.033 | 7.9 | 0.003 
= 98 -|--0:212 | 8.8 ° |2 0.087. | -7.8° | 0.003 
& 9.7 O46 Ay CSE 21 0.024 All 0.002 
= 9.6 | 0146 | 86 | 0.017 | 7.6 | 0.002 
a 95. | OAL9 I~ 815 (00.044 Ik 7.5 0.004 
q Oe O09. Wea te OOM ce Teh 0.004 
a ee 3 2}, 0.079 =) 823. | 0.009 - |: 7.021 0.000 
= 9.2 | 0.064 || 8.2 | 0.007 

- Pai. 0.064- 181% |..-0:005 

a 9.0 0.044 8.0 0.004 

3 Als Beispiel mége die oben behandelte Gleichung dritten Grades 
y® — 3.5292 y + 2.118176 = 0 
 dienen. 

* Die Gleichung hat die Form 3) 

— log e = 0.547676 3 loge = 1.643028 


log f = 0.325962 2. log f = 0.651924 
log A = 0.994104 


Wir haben also den Fall 3 e). 
Fiir die gréBere Wurzel ist 


S —2A +3 B= 0.991104. 
: Die kleine Tabelle zeigt, daB A zwischen 9.8 und 9.9 liegt. 


zwei positive Wurzeln, fiir die eine ist ¢> 1, fiir die anderet <4. Fir 


« 


i] 
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A | —24+3B | Fehler 
9.9 | 0.962 | — 0.029 
9.8 1.036 + 0.045 

— 
29 
aq = 0:39. 


Wir erhalten daraus den genaueren Wert 9.861 und nun mit einer 
6 stelligen Tafel 


A | —24+3B | Fehler 
9.861 0.989201 — 0.001903 
9.860 0.989941 — 0.001163 
9.858 0.991424 -++- 0.000320 

eS a te 
ALE Teg ee nae 


mithin A = 9.858432. 
Probe: 
A | —24+3B | Fehler 
9.858432 | 0.991104 | 0.000000 
log t= 9'858432 
log j-> = 0.326962 
log y® == 0.467530 
logy = 0.155843 
Goa 143167 
Fur die andere positive Wurzel ist 
A iors sOo Nd OA 
Hier gibt die kleine Tabelle: 


| 


A | —4+8B | Fehler 
oe 0.937 — 0.054 
On 0.992 + 0.004 
Daraus folgt der verbesserte Wert 9.202. 
A ee sharieas Fehler 
9.202 0.990498 — 0.000606 
9.204 0.991087 — 0.000017 
9.200 0.991676 + 0.000572 
17 
Sa UI029: 
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Mithin A = 9.200971. 
Probe: 
A | — A +3 2B | Fehler 


9.200971 | 0.991104 | 0.000000 
log #® = 9.200974 
log # = 0.325962 
; log y® = 9.526933 
:: loga.= 9.842311 7 =.0:695521 


Die fiinf verschiedenen Falle, die man zu unterscheiden hat, bilden 
fiir die praktische Berechnung eine Erleichterung, insofern man von vorn- 
herein erfahrt, mit wie vielen Wurzeln man es zu tun hat, und ob? kleiner 
oder gréBer ist als 1. Dadurch wird die erste Annaéherung abgekiirzt *). 

2. Beispiel. Eine Rente a sei am 1. Januar jedes Jahres zahlbar. 
Thr Wert am 1. Januar desjenigen Jahres, in welchem die n-te Zahlung 
; geleistet wird, ist alsdann 


a AY Sey 


=| 


Hr ite geek 


Ola gh eg ) = a 


Dabei ist ¢ = 1 + on und p bedeutet den Zinsfu®h in Prozenten. 


Man will nun den Zinsfuf wissen, der zugrunde gelegt werden muf, damit 
-_- ineiner gegebenen Anzahl von Jahren der Wert der Rente auf ein gegebenes 
Vielfaches von a ansteigt. Soll bei der n ten Zahlung der Wert der Rente 
auf wa angewachsen sein, so mu’ «x eine Wurzel der Gleichung 


ar — 1 
Sess! 
sein. Es kann sich dabei der Natur der Sache nach nur um einen solchen 
Wert von x handeln, der gréfer als 1 ist, und w ist groBer als n voraus- 


gesetzt, da ja n a der Wert der Rente w a ohne Riicksicht auf die Zinsen 
sein wiirde. Die Gleichung kann in der Form geschrieben werden: 


= W 


mw —want+w—1= 0. 
Die eine positive Wurzel dieser Gleichung ist x = 1, die andere ist 
die gesuchte. Wir setzen nach 3) 


n 
Lo Vw St. A =e A ae 


3 {” —1 | fae —= 2 n 


*) S. Gundelfinger ordnet die Rechnung in seinen Tafeln zur Berechnung der 
_ reellen Wurzeln samtlicher trinomischer Gleichungen etwas anders an. Ich bin der 
Darstellung von C. F. GauB8 gefolet. 


= 


1 
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Die eine Wurzel ¢ ist gleich ————., also kleiner als 1, die andere 
Vw—1 
ist, je nachdem A~* < 2” oder A~*> 2”, kleiner oder gréfSer als 1. 


Es soll z. B. eine Rente, nachdem sie zum 100. Male gezahlt ist, 
auf den 200 fachen Wert ihres Betrages angewachsen sein. Welcher Zins- 
fuB ist zugrunde zu legen? 


log (w —41) = 2.298853 log (w —1)""1 = 227.5864 ’ 
log w = 2.301030 log w” = 230.1030 
log A-* =... 2.5466 . 


A ist kleiner als 21°, Wir haben folglich nach Formel 3 d) 
a=Vw—i1-t, A =log i” 
—A-+ 100 B = 2.5166. 
Die kleine Tabelle giebt in erster Annaherung 
A = 8.2,— A+ 100 B = 2.5; 


Eine genauere Rechnung gibt 


A —A+100B Fehler 

8.20 2.4829 — 0.0337 
8.23 2.5043 — 0.01453 
8.25 2.5155 — 0.0044 
8.26 2.5232 + 0.0066 
a7 

fe 0.414 

ek gincae 

mithin verbessert A = 8.2514. 
Probe: 

A | —A+ 100 B | Fehler 
: 8.2514 |= 2.5466 “| 0.0000 


log 700 =="38.2514 
log w — 1 = 2.2989 
log atts —-0 5508 
log x = 0.005503 
Ca Oli Te 


Dieselbe Rechnung la8t sich auch ebenso einfach nach der friiher 


PL Sore ee WE) ee ean We er ny Se Ne 


fa ERT a Sea RPP SS, 


\ 
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erlauterten Weise durchfiihren, indem man es mit einzelnen Werten von x 
versucht und diese alsdann verbessert. 


x | 100 log x | goo x9 _ 1 — 200 (@ —1) 
1.04 1.703 49.5 41.5 
1.03 1.284 18.2 422. 
1.02 0.860 6.24 2.24 
1.04 0.432 1.70 — 0.30 


Die Logarithmen yon x sind dabei fiinfstellig aufgeschlagen, wahrend 
die Numeri von 21° aus einer vierstelligen Tafel entnommen werden. 
Dabei fallt alles Blattern fort. Die Rechnung zeigt, daB der gesuchte 
Wert zwischen 1.02 und 1.01 liegt. Auf den Unterschied 0.01 der 
beiden Werte von x kommt der Unterschied 2.54 der beiden Werte von 
100 _ 1 — 200 (41 —1). Unter der Annahme, da& die Anderungen 
proportional sind, wiirde das den verbesserten Wert 


30 


geben. Wir schlagen jetzt die Logarithmen von z siebenstellig auf, wahrend 
die Numeri von 2! einer fiinfstelligen Tabelle entnommen werden. 


ax | 100 log x | 100 — J a9 — 1 — 200(a—1) | Differenz 
1.011 | 0.47542 | 1.9862 |. —0.2138 ae 
1.012 | 0.51805 2.2965 — 0.1035 ree 
1.013 | 0.56094 | 2.6387 + 0.0387 Pe ey 


Die Interpolation zwischen 1.012 und 1.013 gibt 


ee ee OUTS 

1.012 + 1423 0.001 = 1.01273. 
Die Rechnung fiir « = 1.041, 1.012, 1.013 zeigt, da® die Anderungen 
von x immer noch nicht denen von 1° — 1 — 200 (a — 1) proportional 
sind. Man wird daher guttun, die Rechnung noch einmal mit 1.01273, 
4.01274 und 1.01275 zu wiederholen. Bei solchen Rechnungen ist es in der 
Regel zweckmabig, jeden einzelnen Schritt der Rechnung gleich mit allen 
drei Zahlen zu machen und nicht etwa fiir jede der drei Zahlen die ganze 
Rechnung gesondert durchzufiihren. Der Vorteil besteht darin, dafi einmal 
beim Aufschlagen von Tabellen dieselbe Gegend der Tabelle fiir die drei 
Zahlen benutzt wird, und zweitens darin, da’ beim Ubergang von einem 
Schritt der Rechnung zum nachsten Schritt etwas Zeit verlorengeht, die 
man zum Teil erspart, wenn jeder Schritt fiir die drei Zahlen zugleich aus- 
gefiihrt wird. 


Runge, Praxis der Gleichungen, 9 


P i v 
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£ | 100 log « | ok | gi —1— 200(@—1) | Differenz 
1.01273 | 0.54936 | 2.5429 + 0.0034 ms 
1.01274 | 0.54978 2.5463 +. 0.0017 ‘a 
1.01275 0.55024 2.5498 — 0.0002 


Die nachste Annaherung wiirde 1.012749 sein, indessen ist die sechste 
Stelle nicht mehr sicher. : 

Wenn man Tabellen fiir 21° zur Verfigung hat, so wird die Rech- 
nung schneller ausgefiihrt werden. Selbst wenn die Tabelle den Zinsfu8 
nicht dichter als von Prozent zu Prozent fortschreiten liefe. so wiirden 
die ersten Versuche erheblich abgekiirzt werden. 

Es soll ein Kapital C durch jahrliche Zahlungen von p °/) verzinst 


und in n— 141 Jahren amortisiert sein. Welcher ZinsfuB ist dabei zu-. 
grunde gelegt? Ist q die Zah! der Prozente des Zinsfufes und wird « = 4 _ 


+i gesetzt, so ist der heutige Wert der ersten nach einem Jahr zu 


= 


leistenden Zahlung Aas Ebenso~ist der heutige Wert der 


Po 7 
zweiten nach zwei Jahren zu leistenden Zahlune ——-C-x? u.s. w. 


© 400 

Demnach ergibt sich fiir x die Gleichung 
y =Ps Y SA ge a Wd 
c 100 (x ee f ) 


oder 


l= y gesetzt wird, 


- (1 =| _ 100 
Spd cee 
Die Gleichung ist von derselben Form, wie die auf S. 127 betrachtete, 


oder, wenn x 


0 
wenn w= 41+ pes gesetzt wird. Nur war dort dem Sinne der Aufgabe 


nach w > n, weil der Wert der -nfachen Zahlung der Summe a durch 
die Zinsen auf mehr als na anwachst Hier dagegen muB w kleiner als n 


sein. Die n—4 fache Zahlung der Summe a C muB grofer sein als C. 
Denn das ware der Betrag, wenn keine Zinsen berechnet wiirden. Es mu 
Pp 4 x ao 4 
pees 
daher 100° 7 Raw mithin Te i> ee oder w <n sein. 


i ae ae ee 


q 

3 

» 2 

¢ 

sae 
Few 


ic be iain eo EVs 
_ Auch in diesem Falle ist die eine Wurzel gleich 1. Wahrend aber | 
m ersten Falle der gesuchte Wert x gréfer als 4 ist, mu hier der gesuchte 
Wert y kleiner als 1 sein. ; 
Es seiz. B. p = 5, n = 100, so da8 also daw Kapital durch Zahlungen 


; y 21 y + 20 = 0 
log (w —4) = 1.301030 log (w — 1) = 128.8020 
log w = 1.322219 log w! = 132.2919 


log 41 = 3.4199 
~ ist kleiner als 21°, Wir haben folglich nach Formel 3 d) 


10 OL 
Ete A= og He 
—A + 100 B = 3.4199 


- Beide Wurzeln ¢ sind kleiner als 4; es ist die kleinere der beiden 
‘urzeln zu berechnen. Die kleine Tabelle S. 125 gibt fiir den kleineren 


A | —A+100B | Fehler 


ee. 
fe < 
ee 


66s Oe 00 
a 3 _ Mit einer genaueren Tafel findet man 
Bess: A | —A+100B | Febler | 
ae 6.5 | 3.5137 | + 0.0938 ; 
6.6 Late — 0.0026 
6.7 3.3218 — 0.0981 


ay 0.4 = 0.0027 
964 . —— . 


A | —4 + 100B| Fehler 
6.5973 | 3.4499 | 0.0000 


log 2° = 6.5973 —10 
log 20 = 1.3040 


PS cot) 
log'y = 9.978983 — 10 Sm 
logx = 0.021017 x = 1.04958 i 


Hier kénnte man mit Vorteil auch die oben S. 48 erlauterte Methode 


wenden. Denn wenn man die Gleichung 
foe Beers T1000 es 
PAST =. 


aN 
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P P 
g=14————_ "1 
F400 P00 
so andert sich bei so groBen Werten von n die rechte Seite viel langsamer 
als die linke und man kann daher aus einem Naherungswert emen neuen 
besseren finden, indem man ihn in die rechte Seite einsetzt. Man nimmt 


als erste Annaherung « = 4 + 06 und hat z. B. in unserm Fail 
x = 1.05 — 0.05 a? 
i ee | OO tate 
1.05 | 0.000399 


1.049604 0.000414 
1.049586 | 0.000415 
Mithin « = 1.049585. 
Dieselbe Methode wirde auch auf die Gleichung S. 127 
Co" — wow — 41 = 0 
anwendbar sein, indem man schriebe 
r=Vwr—wt+ i. 

Fir sehr groBe Werte von n andert sich die rechte Seite langsamer 
als die linke und man kann dann durch Einsetzen eines Naherungswertes 
einen neuen besseren finden. 

Der Differentialquotient der rechten Seite gibt dabei an, auf welchen 
Bruchteil sich der Fehler eines Naiherungswertes durch die Rechnung 
reduziert. Der Differentialquotient ist 

1 w 


n 


n 

ate aie 
Vwr—w+t 
oder, wenn man fiir x die Wurzel selbst einsetzt, 


4] Wx 


nh wtx—w +1 
oder, da x nahezu gleich 4 ist, genahert: 
w 
n(x—1)wtn 
Sobald also n (x — 1), d.i. der n fache Zinsbruchteil, betrachtlich 
groRer als 1 ist, so wird die Naherung betrachtlich sein. Wenn z. B. der 


Zinsfu8 nahezu 5°/, betragt, so mu n betrachtlich gréfer als 20 sein, 
damit das Verfahren brauchbar sei. 


In der oben S. 128 behandelten Gleichung 
100 — 1 = 200 (a — 1) 


oder 


z= V1+ 200 («4 —1) 
-wirde z. B. die Rechnung so verlaufen: 


n 
be ae mee 
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log (14 + 200 (a —1)). 
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Es werde die rechte Seite zunachst mit vierstelligen Logarithmen 
gerechnet, wahrend der Numerus x in einer fiinfstelligen Tabelle auf- 
geschlagen wird, solange die Annaherung noch so grob ist, daf eine feinere 


Rechnung sich doch nicht lohnen wiirde. 


1.03 gewahlt. 


x 


log (1 + 200 (2 — 1)) 


1.03 
1.020 
1.016 
1.014 
1.0134 
1.0134 
1.0130 
1.0129 
1.0128 


0.00845 
0.00690 
0.00628 
0.00580 
0.00566 
0.00559 
0.00556 
0.00554 


Als erste Annadherung werde 


Jetzt wiirde man guttun, den Numerus «z in einer sechsstelligen 
Tafel aufzuschlagen, wahrend fiir die zweite Kolonne noch immer die 
vierstellige ausreicht, um den Logarithmus auf sechs Stellen genau zu 


. ermitteln. 


x 


log 1 + 200 (« — 1)) 


1.0128 

1.01278 
1.01277 
1.01276 
1.041275 
1.01275 


0.005514 
0.005509 
0.005507 
0.005504 
0.005502 


Wollte man die Wurzel noch genauer finden, so wiirde man Tafeln 
mit mehr Stellen anzuwenden haben. Zur Probe, dal die Wurzel gréfer 


ist als 1.01274, kann man damit noch einmal die Rechnung machen und sich 


iiberzeugen, da’ man sich dann der Wurzel von der anderen Seite nahert. 
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a -saplsg + 200@—1) 
1.01274 0.0054998 
4.012744 


Obgieich in diesem Falle die Konvergenz keineswegs rasch ist, so 


sind doch die Rechnungen mit den geeigneten Tafeln so leicht auszu- 


fiihren, da man sich der Wurzel schnel] nahert. Wenn eine gréBere Ge- 
nauigkeit der Wurzel verlangt wird, so wiirde es besser sein, zu dem oben 


S. 41 erlduterten Interpolationsverfahren tiberzugehen, sobald man der — 
Wurzel nahe genug ist, um die Anderungen der Veranderlichen den Ande- — 


rungen der Funktion Beane zu setzen: 


as | a— log (1 + 200 (@ — 1)) | Diff. 


| 100 | 
1.0128 + 0.000021 | 42 
1.0127 — 0.000024 | 


Coe OLD OO 


Wenn bei trinomischen Gleichungen fiir die zu bestimmenden 
Wurzeln keine grobe Genauigkeit verlangt wird und wenn eine gréfere 
Anzahl von Gleichungen vorliegt welche verschiedene Koeffizienten 
besitzen, fiir welche aber die Exponenten m + n und n dieselben Werte 
haben, so kann man eine Zeichnung machen, die ftir beliebige Werte der 
Koeffizienten die Wurzeln abzulesen erlaubt. Man denke sich zu dem 
Ende in der Gleichung 

gimtrn ai eum + f = (0 


fiir emen beliebigen Wert von aw die Koeffizienten + e,-+/f als recht- 


winklige Koordinaten aufgefait, so wird die Gleichung durch eine gerade © 


Linie wiedergegeben. Man entwerfe nun eine Zeichnung der geraden 
Linien fiir eine Reihe von Werten von x etwa 


x gleich 0, + 0.4, + 0.2,..., 


indem man a so viel aquidistante Werte durchlaufen |aBt, bis die be- 
treffende Grade tiber den Umfang der Zeichnung hinausfallt. Die Zeich- 


nung moge einen solchen Umfang haben, da beide Koordinaten zwischen — 


—4und + 1 laufen. Alsdann wird man fiir jedes Wertepaar + e, + f, 
das.in diesen Grenzen liegt, die positiven Wurzeln der Gleichung aus der 
Zeichnung entnehmen kénnen. Um auch die negativen Wurzeln zu finden, 


verwandelt man in der Gleichung x in — «a, wodurch sie in eine andere 
iibergeht, deren positive Wurzeln den negativen der ersten Gleichung — 


gerade entgegengesetzt sind. 


eT Pe aS Ae Tee eT OE ee A ee ee et ey 


tn Ld 
reese Veer oa kn 


* 
Lv ee Aan ae 


~ Zeichnung hinaus liegen, denke man sich in der Gleichung x = 10¢ 
-gesetzt. Fiir z ergibt sich dann die Gleichung 

: gmtn By 4Q-” ee f AQ—™—-" = 0. 
Die Koeffizienten der Gleichung fiir z sind wesentlich kleiner .als 
- diejenigen der ersten Gleichung. Statt des Faktors 10 kann man natiirlich 
auch einen gréBeren oder weniger groBen wahlen und dadurch die Koef- 


Figur 8 ist fiir die Gleichungen dritten Grades 
eS e+tertf=0 
die Zeichnung ausgefiihrt. 
. + eist als Abszisse, + f als Ordinate aufgetragen. An jede gerade 
_Linie ist der betreffende Wert von x angeschrieben. Sollen z. B. die posi- 
-tiven Wurzeln der oben S. 125 behandelten Gleichung 

y® — 3.5292 y + 2.118176 = 0 

in erster Annaherung gefunden werden, so setze man y = 2 2, wodurch 
sich fiir z die Gleichung ergibt: 


x? — 0.882 2 + 0.265 = 0. 


LA aa a Ca mt eC Oa 
+04 | pre 


") 
-0.2 
3 
-O4 O45 -0.% 
06 4 | a 
ace OSES et 
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pe ea iN oe 7 
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fizienten noch mehr oder weniger herunterdriicken. In der beifolgenden | 
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Den’ Koordinaten 
— 0.882, + 0.265 


entspricht in der Figur der Punkt P. Der Punkt liegt sehr nahe der Ge- 
raden, fiir welche z = 0.7 ist, zwischen dieser und der Geraden x = 0.8. 
Man interpoliert etwa x = 0.71. Andererseits liegt P zwischen den Geraden 
x = 0.3 und z = 0.4 ungefihr in der Mitte. Man interpoliert 2 = 0.35. 
Die beiden Werte x = 0.71 und w = 0.35 entsprechen dun beiden Werten 
y = 1.42 und y = 0.70, die in der Tat mit den oben gefundenen Werten 
der Wurzeln y = 1.43167 und y = 0.695521 nahe ibereinstimmen. 


§ 21. Das Graeffesche Verfahren zur Berechnung der Wurzeln. 


Wenn alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung sowohl die reellen 
wie die komplexen berechnet werden sollen, so ist ein von Graeffe ange- 
gebenes Verfahren zweckmabig, das sich von den bisher auseinander- 
gesetzten wesentlich unterscheidet. Es setzt nicht die vorhergehende 
Untersuchung der Gleichung voraus, durch welche zunaichst grobe Nahe- 
rungswerte der Wurzeln gefunden werden, die dann auf anderm Wege 
verfeinert werden. Vielmehr ist es eine einheitliche Methode, die von der 
gegebenen Gleichung ausgehend ohne Kenntnis von Naherungswerten 
der Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit zu den Werten aller Wurzeln 
fiihrt. Der leitende Gedanke ist der, dafi man durch einfache Rechnung 
aus den Koeffizienten einer Gleichung die Koeffizienten einer anderen 
Gleichung finden kann, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der 
ersten Gleichung sind. Aus dieser Gleichung findet man in derselben Weise 
eine neue, deren Wurzeln die vierten Potenzen der urspriinglichen Wurzeln 
sind. So fortfahrend findet man nacheinander die Gleichungen, deren 
Wurzeln die 2ten, 4ten, 8ten, 16ten u. s. w. Potenzen der urspriinglichen 
Gleichung sind. Nach 10 Operationen z. B. wiirde man eine Gleichung 
finden, deren Wurzeln die 1024ten Potenzen der urspriinglichen Wurzeln 
sind. Wenn nun die urspriinglichen Wurzeln alle dem absoluten Betrage 
nach voneinander verschieden sind, so werden die Wurzeln der abge- 
leiteten Gleichungen immer starker auseinandergezogen in dem Sinne, 
da die dem absoluten Betrage nach kleinste ein immer kleinerer Bruch- 
teil der nachstkleinsten wird und diese ein immer kleinerer Bruchteil 
der folgenden u.s. f. Wenn aber die Wurzeln einer Gleichung in dieser 
Weise auseinandergezogen sind, so lassen sie sich sehr einfach aus den 
Koeffizienten der Gleichung bestimmen. Ist namlich die Gleichung 
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so wird die gré8te Wurzel bis auf einen relativ kleinen Fehler aus der. 
Gleichung 


Mat + a,= 0 


gefunden, die nachste aus der Gleichung 


a Gre + a,°= 0 


u.s. w., die kleinste aus der Gleichung 


Cpt AEG ge 0. 
Das geht sofort aus dem Zusammenhang der Koeffizienten mit den Wurzeln 


- der Gleichung hervor. Bezeichnet man die gré®te Wurzel mit 2, die 


nachste mit z, u. s. w., die kleinste mit x,, so ist wegen der identischen 


_Gleichung 
(x — &) (% — 2) +++ (&@— Bp) 
= gt 4 Eee Os Ta pe gp oe mg 
dy dy Ay 


a 
die Summe aller Wurzeln gleich See die Summe aller Produkte von 
0 


a 
_ je zwei Wurzeln gleich me die Summe aller Produkte von je drei Wurzeln 


Q 


: 3 : 
gleich u.s. w. Wenn nun 2, so groi gegen 25, %3--- 4% Ist, daB 
a 
auch die Summe aw, + 27, -+--:+ 2, nur einen sehr kleinen Bruchteil 


von x, ausmacht, so ist also bis auf diesen kleinen Bruchteil, d. h. also 
bis auf einen relativ zu x, kleinen Fehler 


ae =f 
« “i ae erty 
Xy 
Wenn ferner xz, und z, sehr groB sind gegen x,--+-%,, so ist unter allen 


Produkten von je zweien dieser Wurzeln das Produkt x, x, sehr grof 
gegen die iibrigen. Ist es nun so grok, daw die Summe aller tibrigen nur 
ein kleiner Bruchteil von x, x, ist, so ist bis auf diesen relativ kleinen Fehler 
Me 
Dag roe 
o Bie 
a » 


In derselben Weise ergibt sich bis auf einen relativ kleinen Fehler: 


as 
Lite hs = 
ee a 
ay 

UY RAPT 2 orl egal 
do 


Aus diesen Gleichungen folgt durch Division von x, %, durch 2, von x, % Ws 
durch a, 2, u.s.f., daB bis auf relativ kleine Fehler 


' 


t) 
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Oo 
i = 
ay 
as 
t= 
3 
oe 
dy 
——— 
3 
u. S. W. 


oder mit andern Worten, da& die Wurzeln der Gleichung 
Ay 2” + ay a AE et «Ee Oy kg Weed SAW) = a 

bis-auf relativ kleine Betrage gleich den Wurzeln der Gleichungen 

Gp Gy = 0; Ay Ee OR ie On 0 

sind, sobald nur die Wurzeln so stark auseinandergezogen sind, daB die — 
kieinste Wurzel ein sehr kleiner Bruchteil der nachstkleinsten ist, diese — 
wieder ein sehr kleiner Bruchteil der folgenden u..s. w. Ea 
Sobald man also von irgendeiner gegebenen Gleichung suseehenam 

die Gleichung abgeleitet hat, deren Wurzeln so hohe Potenzen der Wurzeln — 
der ersten Gleichung sind, daf sie hinreichend auseinandergezogen sind, — 
so kann man die Potenzen der Wurzeln aus den berechneten Koeffizienten 
finden und kann dann durch Wurzelausziehung zu den Wurzeln der ge- — 
gebenen Gleichung gelangen. a4 
Die Methode, um von einer Gleichung zu der nachsten zu gelangen, — 
deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der vorigen Gleichung sind, | 
besteht in folgendem. Ist , ‘- x 

g-(£) = 0, eo — 0, a S| ba a be oe 1 

die erste Gleichung, so multipliziert man g (x) mit g (— x). Das Produkt. 
bleibt ungeandert, wenn x in — x verwandelt ui und mu daher nach 
Potenzen von a geordnet nur gerade Potenzen von x enthalten. Setzt - 
man nun # = z, so kann man g (#) g (— ~) als eine ganze Funktion nten 
Grades von z schreiben. Die Werte von 2, fiir die diese ganze Funktion & 
verschwindet, sind die Quadrate der Wurzeln der ersten Gleichung. Die 
Koeffizienten der ganzen Funktion von z werden nach dem folgenden 
Schema gefunden: 


b, + by Pisces ae | ete. 
+ 2 bo da + 2b, b; 
— 2 dy be 
Co | Cy Cy C3 ete. 
Dann ist: 


“hie weiteren Bemerkungen kniipfen sith besser an ‘Re Shien 

ines Beispiels an. 

_Es sollen die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 

3 xg? — 41.74 2% — 2.52.2 +. 3.97 = 0 

unden werden, die. oben auf anderem Wege berechnet worden sind. 

Zunachst werden die Logarithmen der Koeffizienten by = 1, b, = 1.74, 

by = — 2.52, b, = — 3.97 hingeschrieben: 
5A 0 0.240549 0.401401, 0.598791,,. 

& S esaan bildet man die Logarithmen der Quadrate und Produkte, 


die in den verschiedenen Kolonnen vorkommen. Da die erste Kolonne 
hier i immer nur aus der Zahl 1 besteht, so kann sie fortgelassen werden. 
0.481098 0.802802 4.197582 

0.702431 1.140370 


Y Die Logarithmen der Summen bildet man mit der Tabelle der Addi- 
i - tionslogarithmen oder Subtraktionslogarithmen. 
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ee pie 


4 ie | A | A 
ct 0.481098 0.802802 
0.702431 | 9.778667 || 1.140370 9.662432 
"B= 0.204343 B = 0.164250 | 7 
—¢, = 0.906744 Cy = 1.304620 cs = 1.197582 
Mit diesen Zahlen verfahrt man ebenso u.s. f. 
B B 
1.813488 - | 2.609240 
1.605650, | 0.207838 | 2.405356,| 0.203884 
As 79.787997 9.777516 
4.393647 | 2.182872 2.395164 
2.787294 4.365746 
2.483902, 0.303392 | 4.089838,,| 0.275908 
A = 0.004712 9.948213 
2.488614 4.038054 4.790328 
4.977228 8.076102 
4.339081, ears 7.57997 2n| 0.496130 
C = 9.886453 9.833110 
4.863681 7.909212 9.580656 
9.727362 15.81.8424 
8.240242,| 1.517120 | 14:745367,| 1.073057 
C = 9.986593 9.961650 
9.713955 5.780074 | 19.161312 
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19.427910 31.560148 
16.081104,| 3.346806 || 29.176297,| 2.383854 
C= 9990804 9.998201 
19.427714 31.558349 |38-322624 
38.855428 63.116698 
31.859379,| 6.996 58.051368,,| 5.065 
Ga 9:999990 
63.116694 


Fir die gréBeren Werte von B ist die Tafel der Subtraktions- 
logarithmen benutzt. 

Weiter zu rechnen hat keinen Sinn, wenn man sich auf sechsstellige 
Logarithmen beschrankt. Denn beim nachsten Schritt wiirden nur die 
Quadrate der Koeffizienten in Betracht kommen, die Produkte werden 
so klein gegen die Quadrate, daB sie die sechste Stelle im Logarithmus der 
Summe nicht mehr beeinflussen. Es wiirde daher dasselbe Resultat geben, — 
ob man nun aus den Quotienten der berechneten Koeffizienten die 64. 
Wurzeln auszieht oder aus ihren Quadraten die 128. Wurzeln. Nur in der - 
zweiten Kolonne ist beim nachsten Schritt noch eine kleine Anderung 
des Quadrates des Koeffizienten in der sechsten Stelle des Logarithmus 
vorhanden. Wir schreiben also fiir die Logarithmen eet Koeffizienten 
der Gleichung der 64. Potenzen 

iad Diff. 
log a, 19.427714, 412.130633 
log @, 341:558347- 6.764277 
loga, 38.322624, 


; : a3 
Die Logarithmen der 64. Wurzeln aus — ay, ; sind: 
a. 


0.303558 
0.189544 
0.105692. 


Hieraus ergeben sich die Wurzeln bis auf ihr Vorzeichen: 


2.01168 
1.54718 
1.27553. 


Um auch die Vorzeichen zu ermitteln, beachte man, da nach der 
Zeichenregel des Cartesius die Gleichung eine'und nur eine negative Wurzel 
besitzt. Da ferner die Summe der Wurzeln gleich + 1.74 sein soll, so 
ergibt sich durch den Versuch, eine der drei Zahlen von der Summe der 


se ae oe 
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x 
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andern abzuziehen, sogleich, daf die mittlere der drei Zablen negativ zu 
nehmen ist. 
Die Summe der drei Zahlen 


+ 2.01168 

— 1.54718 

+ 1.27553 
ergibt 

+ 1.74003. 

Man kann dies als ausreichende Probe betrachten, da& die drei 
gefundenen Werte bis auf wenige Einheiten der fiinften Dezimale richtig 
sind. Will man eine vollstandige Probe, so kann man aufer der Summe 
der Werte auch die Summe der Produkte von je zweien und das Produkt 
der drei Werte berechnen. Bezeichnet man die drei Werte mit a, b, ¢, 
so ergibt sich 

(2 —a) (x —b) (4—c) 
= x3 — 1.74003 x? — 2.51995 x + 3.97000. 


Nun war die gegebene Gleichung 
x? — 1.74 2? — 2.52 x + 3.97 = 0. 
Mithin ist fiir jede Wurzel a: 
(x — a) (x — b) (x—c) = — 0.00003 a? + 0.00005 2 = (—3x2+5)a-10-°. 
Fiir die Wurzel, die nahe bei a liegt, setze man 
(—324+5)2-10- 
(x —b) (w@ —e) 


Dann Andert sich die rechte Seite sehr langsam, wenn x in der Nahe 
von a liegt. Man findet daher einen Naherungswert fiir die Verbesserung 
x — a, wenn man auf der rechten Seite x = a setzt. Die Rechnung wird 
mit dem Rechenschieber auf eine oder zwei Stellen ausgefiihrt und gibt 
in Einheiten der fiinften Dezimale « — a = —0,8. Es hat keinen Sinn, 
genauer zu rechnen, wenn die Koeffizienten a+ 6-+ c¢c, be+ca+ab, 
abcnur wie hier mit sechsstelligen Logarithmen berechnet sind. In ahn- 
licher Weise findet man fiir die Verbesserungen von 6 und c in Einheiten 
der fiinften Dezimale die Werte —1.5 und — 0.7. 

Wenn zwei oder mehr Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich 
sind, so werden die Potenzen nicht auseinanderriicken. Man muf dann 
die Betrachtung ein wenig allgemeiner fassen. 

Es seien die Wurzeln x, 2,---x, der Gleichung dy) a2" + a,x 
+-+-+ d,142%+a,=0 dem absoluten Betrage nach nicht kleiner 
als r, waihrend die tibrigen Wurzeln 7,41, %,--- 2%, im Verhaltnis zu r 


n—1 


; ; \ hr Es : 
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klein sind. Alsdann kann man zeigen, da8 die Wurzein a, 2... x, nur 
um kleine Bruchteile ihrer Betrage von den Wurzeln der Gleichung 


Ott Ee Fe Fe ee ne 


abweichen, wahrend #41 2% 42-.-2%, bis auf kleine Bruchteile ihrer 
Betrage mit den Wurzeln der Gleichung 
n— re yn—a—l sed 
Qa eae T O41 aes, os epg ae Oe 0) 
itbereinstimmen. 


Ist namlich « dem absoluten Betrage nach grofer oder gleich 7, 
so laBt sich zeigen, dak 


Oy ty OE in Gy, a a, 
eS = a, wre a é 
Cee a 
et : 
Cpe = “ioe + ay ae roa 
sehr nahe. mit. —————— = —— iibereinstimmt. Die beiden — 
ag 


Ausdriicke unterscheiden sich nur durch die Glieder 


a 2 hy, 
—1 a. Wore am Meier Ses ne (te). 


ag 


Ay+d 
See ING 


Denn Bas 
hy 
ist positiv oder negativ gleich der Summe der Produkte,von je a + B 
Wurzeln dividiert durch die Summe der Produkte von je a Wurzeln. Von — 
diesen letzteren ist 7, %,...2_ dem absoluten Betrage nach das gréfte, 
wahrend alle tibrigen gegen dieses sehr klein sind. In der ersten Summe — 
sind diejenigen Produkte die gréften, in denen 2 7... 2, und nur f von — 
den Wurzeln %,41.-.% vorkommen. Wird mit x 5 multipliziert, 
so muB jedes Glied klein gegen 2, 7... a, sein, weil «* klein ist gegen 3 
das Produkt von #6 Faktoren 2,,,...2,.  Folglich ist unter den ge- He 
machten Annahmen e 


Von diesen Gliedern mu aber jedes sehr klein sein. 


a, 
at+f Pols 


Ge 


sehr klein und folglich ist fiir alle Werte von z, deren absoluter Botrag 


groBer ist als r, d. h. also groB ist gegen X41... Xp, 
- n—l ; 
dg ge” + ay te ates oa Qy_1 L—- Ay 
‘ a ame <a oi 


a 


sehr nahe tibereinstimmend mit 


gd oy io, Ste eee eas 


a 


sie! 


‘, was dasselb 


= 


-nahe mit 


+E -)(E—).E-9 


instimmen, wo 2,2,...3, die Wurzeln der Gleichung 


Ogle ape oer eet pa ae 
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klein werden. Mithin muf einer der Faktoren dieses Produktes 
klein werden, d. h. es muf der betreffende Wert von z bis auf 
inen relativ kleinen Betrag gleich emem der Werte 2, 2)... Z, sein. 

Andererseits stimmt fiir alle Werte von «, die klein sind gegen 
+++ &@q, der Wert von - 


es | ' 
ay x” + a,x + +e + ay rt a, 


— ay aE 
ahr nahe mit ‘ 
ars = n—a+1 
aie eget Ae a ep ie Ne Ugtey Oo Org 
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erein. Dieser Satz folgt sofort aus dem vorigen, wenn man die Ver- 
derliche t = x! einfiihrt und die ganze Funktion 


; —1 
A tat+aPt---+ta_4t" + Ay t” 


trachtet. Die Wurzeln 

aes ae) =F 
Seal = ,.-:t,= %, 
sind dann klein gegen die Wurzeln 


Br, 
* 


ie . 1 
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Fine ty = Ba 
rgibt sich mithin, dai die Wurzeln 2,41,-.-.- 2%, um relativ kleine 
age von den Wurzeln der Gleichung 


2 ee BA Ain Ct dle aerce ear, le, ==.) 
eichen. 
Man kann die beiden Satze so zusammenfassen: Sind die Wurzeln 


e ist, es mu fiir alle Werte von x, die grok sind gegen 
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da’ die Werte der einen Gruppe grof gegen die Werte der andern Gruppe 
sind, so spaltet sich die Gieichung 
Qj EE Oy EO ore ad, == 0 

in die beiden: . 

dy gt a,x*14+---+a,=0, 
Apu * el ee gre +---+a, = 0, 
deren Wurzeln bis auf relativ kleine Betrage gleich den Wurzeln der beiden 
Gruppen sind. Es ist dabei nicht ausgeschlossen, da8 unter den Wurzeln — 
einer Gruppe zwei oder mehr als zwei den gleichen absoluten Betrag haben. 
Wenn sich die Wurzeln einer Gruppe abermals in zwei Gruppen zerlegen 
lassen, von denen wieder die einen gro8 gegen die andern sind, so spaltet 
sich auch die Gleichung wieder in zwei Gleichungen u.s. f. Wenn sich 
die m Wurzeln in n Gruppen zerlegen lassen, so ergeben sich die n linearen 
Gleichungen 


Ogee ody =O. none Gs 05a Og Se Sa 


die wir auf anderem Wege schon oben fiir diesen Fall abgeleitet hatten. 
Diese Betrachtungen gelten auch fiir komplexe Wurzeln. Hier tritt bei 
reellen Werten der Koeffizienten a a, ..~. @», immer der Fall ein, daB zwei 
Wurzeln, namlich je zwei konjugierte, dem absoluten Betrage nach einander 
gleich sind. Man wird hier im allgemeinen in der Gleichung, deren Wurzeln 
hinreichend hohe Potenzen der urspriinglichen Wurzeln sind, ebenso viele 


Gruppen je zweier Wurzeln haben, als man Paare imaginarer Wurzeln 


hat. Die Gleichung zerfallt dann in so viele Gleichungen ersten Grades, 
als reelle Wurzeln vorhanden sind, und so viele Gleichungen zweiten Grades, 
als es Paare konjugierter Wurzeln gibt. Als Beispiel mége die Gleichung 
fiinften Grades 


7 2° + 5.47 28 — 3.33 22? — 1.724 4+ 0.15 = 0 


betrachtet werden. 

log7 = 0.845098 

log 5.47 = 0.737987 

log 3.33 = 0.522444 

log 4.72, = 0.235528, 

log 0:15, == 947600 
Wir dividieren durch 7, um den Koeffizienten der héchsten Potenz gleich 4 
zu machen, dann braucht die erste Kolonne nicht gefiihrt zu werden. 
Die Koeffizienten sind dann 


by = 1, b, = 0, log b, = 9.892889, log b, = 9.677346, 
log by = 9.390430, log b; = 8.330993,. 


Bei den Logarithmen ist tiberall — 10 zu erganzen. 
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0.193919,, 9.785778 9.354692 8.780860 6.661986 
9.691460, 9.584349 8.309369 


x a schreibt sich die Logarithmen der doppelten Koeffizienten 2 b,, 2b, 
in einer Reihe auf einen Papierstreifen und halt diesen dann in der richtigen 
_Lage unter die Reihe der Logarithmen von b, um so die Logarithmen der 
- doppelten Produkte zu bilden. In diesem speziellen Fall, wo 0, gleich 
_ Null ist, enthalt keine der Kolonnen mehr als zwei Logarithmen. Bei den 
__nachsten Schritten werden in zwei Kolonnen je drei Logarithmen vor-, 
kommen, die dann mit der Tabelle der Additionslogarithmen oder Sub- 
-_traktionslogarithmen zu behandeln sind. Es ergeben sich fiir die Gleichung 
der Wurzelquadrate die Logarithmen der Koeffizienten: 


0.193919, 9.076281 9.785557 8.907213 6.661986. 


Der eine negative Koeffizient beweist, da die urspriingliche Gleichung 
nicht lauter reelle Wurzeln haben kann. Denn in der Reihe 


Co, — €qy Cg, —— €3, Ca, —— Cr 


_ kommen nur drei Zeichenwechsel vor. Nach der Zeichenregel des Cartesius 
sind also unter den Wurzelquadraten héchstens 3 positiv. Es kénnen 
daher unter den Wurzeln nicht mehr als drei reell sein. 


Beim ndchsten Schritt erhalten wir die Kolonnen 


0.387838 8.152562 9.571144 7.814426 3.323972 
9.377311, 0.280506 8.284524, 6.748573, 
9.208243 7.156935, 


Die Logarithmen der Koeffizienten der Gleichung der vierten Potenzen 
- werden: 


0.343235, 0.318775, 9.546295, 7.775405—10, 3.323972—10. 


Von hier ab ist die Charakteristik vollstandig bezeichnet, um zu keinen 
Verwechselungen Anlafi zu geben. 


0.686470 0.637550 9.092590—10 5.550810—10 6.647944—20 
0.619805, 0.190560,, 8.395210-—10 3.171297—10 
8.076435—10 3.968237—10 


Fir die 8ten Potenzen ergeben sich daraus die Zahlen: 


9.839676—10 0.447423 8.995285—10 5.548994—10 
6.647944—20 
fiir die 16ten Potenzen: 


0.709736, 0.887216 7.981676—10 1.097984—10 
3.295888—30 


Runge, Praxis der Gleichungen. 10 
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Der letzte Koeffizient beeinfluBt jetzt die vorhergehenden nicht 
mehr und auch der vorletzte beeinflu{t die ihm vorhergehenden nicht 
mehr wesentlich. Man findet daher die absoluten Betrage zweier reeller 


Wurzeln: 
3.295888—30 1.097984—10 
4.097984—10 7.981676—10 
2.197904—20 3.116308—10 
16 | 14.197904—32 | 8.887369 16 | 9.446308—416 | 9.569769 


_ num log 8.887369 = 0.077156 num log 9.569769 = 0.371338 


Von hier ab kénnen nun die letzten beiden Koeffizienten weggelassen 
werden, so daf man es nur noch mit drei Zahlen zu tun hat wie bei einer 
Gleichung dritten Grades. Fir die 32ten Potenzen ergibt sich 


1.035229 1.775149 5.963352—10 


Jetzt spielt auch die dritte Zahl keine Rolle mehr und wir erhalten eine 
weitere Wurzel 
5.963352—10 
1.775149 
4.188203—10 
32 | 26.188203—32 | 9.818384 
num log 9.818381 = 0.658235 


Die iibrigen beiden Wurzeln miissen konjugiert imaginar sein. Denn 
wir fanden schon oben, daf8 nicht mehr als drei Wurzeln reell sein kénnen. 
Der absolute Betrag ergibt sich aus der zweiten Zahl 1.775149, die das 
Produkt der 32ten Potenzen der beiden konjugierten Wurzeln, also die 
64te Potenz ihres absoluten Betrages darstellt. Der absolute Betrag er- 
gibt sich daher: 
64 | 1.775149 | 0.027737 
p= t.065954 


Wir haben also das folgende Resultat 


Absoluter Wurzelbetrag Logarithmus 
0.077156 | 8.887369 
0.371338 9.569769 
0.658235 9.818381 
1.065951 0.027737 
1.065951 0.027737 


Summe: 8.330993 


Es ertibrigt nun noch die Vorzeichen der reellen Wurzeln und die beiden 
konjugierten Wurzeln zu finden. Nach der Zeichenregel des Cartesius 
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hat die Gleichung eine und nur eine negative Wurzel. Zwei Wurzeln sind 
daher positiv. Welche von den Wurzeln negativ ist, erkennt man, indem 
man das Vorzeichen der linken Seite der Gleichung fiir einfache Werte 
von x, deren absoluter Betrag zwischen den gefundenen Werten liegt, 
bestimmt. Man setzt z. B. c = —0.5 ein und iiberzeugt sich sogleich, 
indem man den Wert in der oben beschriebenen Weise berechnet, da8 
die linke Seite negativ ist. Es liegt also zwischen —0.5 und 0 eine Wurzeln. 
Ferner setzt man + 0.2 ein und findet, daf die linke Seite ebenfalls negativ 
ist und daher zwischen 0 und + 0.2 auch ‘eine Wurzel liegt. Das letzte 
verlangt, dai 0.077156 zu einer positiven Wurzel gehort, und das erste, 
da die negative Wurzel zu einem der beiden Werte 0.077156 oder 0.371338 
gehort. Folglich ist die negative Wurzel gleich — 0.371338 und die posi- 
tiven Wurzeln + 0.077156 und + 0.658235. 

Die Summe der beiden konjugierten Wurzeln ist gleich dem Doppelten 


. ihres reellen Teils. Da nun der Koeffizient von x* Null ist und daher die 


Summe der Wurzeln verschwindet, so hat man fiir den reellen Teil wu der 
beiden konjugierten Wurzeln die Gleichung 
2u + 0.077156 — 0.371338 + 0.658235 = 0, 
d. h. 24k = = 0.364053 = 27 cos. 
log w = 9.260135, 
log r = 0.027737 
log'c0s o- = 9.232398, @ =i-.99° 40° 56". 
Die beiden konjugierten Wurzeln sind demnach 
ref. wo r= 1,06595 
i= AT 00. 
Will man eine vollstandige Probe der Rechnung ausfihren, so ist das 
Produkt der fiinf linearen Faktoren 


(a— Tr ef") (a4 —r e—*") (2 — 0.658235) (x + 0.371338) 
(x — 0.077156) 
oder 
(a? + 0.364053 x + 1.13625) (a — 0.658235) (4 + 0.371338) 
(x — 0.077456) 


zu bilden und mit der gegebenen Gleichung zu vergleichen. Es er- 
gibt sich: 
a + 0.7814236 2? — 0.4757220 a? — 0.2457135 aw + 0.0214286 *), 


*) Das Ausmultiplizieren geschieht bequem mit der Rechenmaschine oder 
etwas weniger bequem mit der Rechentafel, indem man den ersten Faktor mit dem 
aweiten, das Resultat mit dem dritten u. s. w. multipliziert. 

10* 
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wahrend die linke Seite der gegebenen Gleichung, nachdem durch den 
Koeffizienten der héchsten Potenz dividiert ist, gibt: 


a? + 0.7814286 2* — 0.4757143 a? — 0.2457143 x + 0.0214286. 


Bezeichnet man das Produkt der gefundenen linearen Faktoren — _ 
mit @ (x), so laBt sich also die gegebene Gleichung in der Form ausdriicken: 


(x) + (50 2 + 77 a2 —8 2) 10-7 = 0. 


Nun kann man Korrektionen der Wurzeln berechnen, indem man die 
Gleichung durch vier von den linearen Faktoren dividiert und z. B. 
schreibt: 
x — 0.658235 
(50 22 + 77 4? —8 2x) 10~° 
(x? + 0.364053 2 + 1.13625) (x + 0.371338) (2 — 0.077156) 


Die rechte Seite andert sich dann nur wenig mit 2, wenn x nur wenig vou 
0.658235 verschieden ist, und daher ist die linke Seite sehr nahe gleich 


dem Wert, den man erhalt, wenn man auf der rechten Seite fiir 7 den _ 


Wert 0.658235 cinsetzt. 

Die Berechnung wird nur auf wenige Stellen am besten mit dem 
Rechenschieber ausgefihrt. 

So ergibt sich 


= 0.658235 = —— 0.000004 
und in Aahnlicher Weise 

z += 0.371338 = — 0.000002 

+%—— 02077156 == 0.000000: 


Auch die Korrekturen der komplexen Wurzeln kann man in derselben 


Weise berechnen. Und da die beiden Korrekturen einander konjugiert — 


sein miissen, so braucht man nur eine zu berechnen. Die Rechnung ge- 
schieht ebenfalls bequem mit dem Rechenschieber und ergibt 


Pees AO tLe 
Daraus: 
dr = (3 cos p + sin pg) 10~* = 0.5 x 10-* 
1058 
d Pp aaa (cos P rss 2 sin 7) aa = -0” a LEON 


Als Probe dafiir, da8 die Korrekturen richtig berechnet sind, kann 
man den Umstand benutzen, daf& die Summe der fiinf Wurzeln Null 
bleiben, also die Summe der Korrekturen verschwinden muB8. 

Die Gleichungen, der die Wurzelpotenzen geniigen, lassen sich statt 
mit Additionslogarithmen auch mit der Rechenmaschine bequem bilden. 
Man rechnet dabei immer gleich den Wert einer Kolonne aus, ohne die 
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 einzelnen Glieder hinzuschreiben, da die Maschine die Addition der Qua- 
-drate und Produkte selbsttatig besorgt. Die sehr grofen oder sehr kleinen 
Werte, die sich im Verlauf der Rechnung alsbald ergeben, schreibt man 
am besten als Produkt einer Zahl zwischen 1 und 10 mit einer positiven 
Oder negativen Potenz von 10. Dabei braucht man nur den Exponenten 
; von 10 anzumerken, etwa iiber der andern Zahl. 
ee Sei z. B. die Gleichung gegeben: 


3.22 2° + 4.12 at + 3.11 2? — 7.25 a + 1.88 4 — 7.84 = 0, 


so daf sich fiir die oben S. 138 mit bg; ,, by. . . bg bezeichneten Gréfen 
__ die Werte 


= 3.22, 0, 4.425 — 3.11, — 7.25, — 1.88, -—7.84 

= -ergeben, so findet man fiir die Gleichung der Wurzelquadrate 
aa 1 1 1 2 4 
See 1.0308," —— 2.6533, ~— 2.9716, + 1.1990; — 2.3733; 
= 2 4 

= — 1.1015, + 6.1466. 


_ Die iiber den Dezimalbriichen stehenden Zahlen bedeuten die Potenz 
s von 10, mit der man sich die Dezimalbriiche multipliziert denken muB. 
Es sind also nichts anderes als die Charakteristiken ihrer Logarithmen. 
'  Zunachst ware diese Schreibweise noch nicht notwendig. Sobald aber 
_ die Charakteristiken sehr gro8 werden, stellt sich die Notwendigkeit ein. 

_ Die beiden Zeichenfolgen zwischen der 2ten und 3ten und zwischen der 
-  5ten und 6ten Zahl entsprechen zwei Zeichenwechseln in den eigentlichen 
_ Koeffizienten der Gleichung der Wurzelquadrate. Nach der Zeichenregel 
des Cartesius sind daher nicht mehr als zwei positive Wurzelquadrate, 
__mithin nicht mehr als zwei reelle Wurzeln vorhanden. Das zeigt sich auch 
im weiteren Verlauf der Rechnung. Fiir die Gleichung der 128ten Potenzen 


 erhalt man 
65 82 101 eis, 420 AeIE7 444 
4.043 +.3.051 + 2.081 ++ 1.425 + 8.179 — 2.912 + 2.968 


= Hier haben sich die Wurzeln, deren absolute Betrage nicht die 
_ gleichen sind, schon in 4 Gruppen getrennt. Die drei ersten Koeffizienten 


65 82 101 
£013 | +3:054.. + 2.084 


Be 


haben keinen Einflu8 mehr auf die Bildung der tibrigen, soweit sie hier 
_ berechnet werden. Ebenso trennen sich ab: 
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101 a WF 
+ 2.081. + 41,125 

447 . 120 

+ 4.125 + 8.179 

120 447 114 
SATO) 82942 SE 2968 


Nur der 3te Wert erfahrt in den ersten 4 Ziffern beim nachsten 
Schritt noch eine kleine Anderung, weshalb es sich noch lohnt, fiir den 
dritten Koeffizienten allein noch einen Schritt weiter zu gehen und dann 

101 202 
statt 2.081 die Guaneeens aus eran neuen Wert 4.324 zu setzen. Die 
beiden Gruppen von zwei Zahlen bestimmen die beiden reellen Wurzeln. 
Da nun die gegebene Gleichung in ihren Koeffizienten 3 Zeichenwechsel 
hat, so folgt aus der Zeichenregel des Cartesius, da8 nur eine oder drei 
positive Wurzeln vorhanden sein kénnen. Mithin mu8 von den beiden 
reellen Wurzeln die eine positiv, die andere negativ sein. 

Es ergeben sich die beiden Werte 

128 in le 
V 1425 402" 
256 


V4,324 - 102 VA . 49202 


128 
Sk 7 Oe one 
Welcher von diesen beiden Werten positiv und welcher negativ 
zu setzen ist, erfahrt man, indem man einen Zwischenwert z. B. 1,2 fiir x 
in die gegebene Gleichung einsetzt und das Vorzeichen der linken Seite be- 
stimmt. Mit dem Rechenschieber hat man in der oben beschriebenen Weise: 
3.22 0 +4412 + 3.41 — 7.25 4+ 1.88 7.84 
+ 3.86 + 4.64 + 10.5 + 16.3 + 10.8 + 15.2 
4386.38.16 - 136e> 90S oa he == fide 
Das positive Zeichen besagt, da zwischen « = 0 und x = 1.2 eine positive 
Wurzel liegt. Daher sind die beiden reellen Wurzeln 
+ 1.07193 und — 1.32744. 


Die beiden Gruppen von je drei Zahlen entsprechen den beiden Paaren 
konjugierter Wurzeln. Ihre absoluten Betrage sind 


== e214 


V 4394 . 40202 
1,013 - 10% 


256 


2,968 - 10114 
8.179. 19120 = 9-94372. 


= 1.38626 
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Die konjugierten Wurzeln selbst findet man aus der Summe der 
6 Wurzeln und der Summe ihrer reziproken Werte. Die Summe der 6 
Wurzeln ist fiir die gegebene Gleichung gleich Null. Die Summe ihrer 
reziproken Werte ergibt sich aus den beiden letzten Koeffizienten gleich 


1.88 
ie 


Bezeichnen u, und uy die reellen Teile der beiden komplexen Wurzel - 
paare und 7, und 7, ihre absoluten Betrage, so ist die Summe der 4 kom- 


‘plexen Wurzeln gleich 


2u, + 2u, 
und die Summe ibrer reziproken Werte gleich 


Dy. as 


2 one 
ry ls 


Da nun die tbrigen beiden Wurzeln sowie 7, und r, bekannt sind, 
so erhalt man fiir w, und u, zwei lineare Gleichungen 


2, + 2u, = 0.25521 
Dae Ls 
> +z = 0.06040, 
ues} ry ; 
aus denen u, = + 0.18769 u, = — 0.06009 gefunden wird. Die imaginaren 


Teile 9,7 und ¢,7z sind dann aus 


0 = Vr — uy? 6, = Vr — u, 
zu berechnen. So ergeben sich die beiden Paare 
0.18769 + 1.373507 und — 0,06009 + 0.94181 7. 


Die Probe kann in derselben Weise wie oben ausgefiihrt werden. 
Man bildet mit den gefundenen Wurzelwerten das Produkt der linearen 
Faktoren, wobei zwei konjugierte Wurzeln gleich in einem Faktor zweiten 
Grades vereinigt werden. 

So ergibt sich: 

3,22 (x + 1.32714) (a — 1.07193) (a? — 0.37538 x + 1.92172) 

(x? + 0.12018 x + 0,89061) = 3.22 2® + 0.000032 a? + 4.119945 a4 
+ 3.110242 x? — 7.249904 a? + 1.879964 « — 7.840012, 


wahrend die linke Seite der gegebenen Gleichung war: 


3.22 a® + 4.12 xt + 3.14 23 — 7.25 x? + 1.88 x — 7.84. 


Bezeichnet man das Produkt der gefundenen Faktoren mit (2), 
so kann man die gegebene Gleichung daher in die Form bringen: 


y (a) = (32 a — 55 at + 212 23 4 96 x? — 36 x — 12) 10°. 


a 
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Dividiert man hier beide Seiten durch das Produkt aller Faktoren 
auBer einem, so erhalt man auf der linken Seite eine Funktion ersten. 
Grades, auf der rechten Seite eine gebrochene Funktion, die sich nur — 
langsam mit x dndert, wenn die linke Seite sehr klein ist. _ 

Hieraus findet man eine Verbesserung des betreffenden Wurree =" 
wertes, in dem manihn auf der rechten Seite fir x einsetzt. Dabei braucht 
man natiirlich nur wenige Stellen zu beriicksichtigen. Die Verbesserung 
von w =— 1.32714 z. B. wird mit dem Rechenschieber so gefunden. Man 
berechnet zundchst (32 2° —55 24 + 242 23 + 96 22 — 36 « — 12) 10-* 
forse = 15327: 

32 —55 + 242 + 96 — 36 — 42 
—42,5 +429 —453 +474 — 584 
—97.5 + 344 —357 + 4388 — 593 
Das ergibt —59.10~°. Dann berechnet man das Produkt 


3.22 (% — 1.07193) (a? — 0.37538 x + 1.92172) 
(a? + 0.12018 x + 0,89061) 


(EN ere ra nn La AyL - 
4. — 0.375 +1.92 4 0.420 + 0.89 
= 1, 327 a BPA oa E60 
Ea 1.70. + 4.48 SS ADOT nS 
— 3,22 .2,40.4,18 . 2,49 = — 80. : 
Die Korrektion der Wurzel ware danach 


| bY 
* 380° 

In derselben Weise ergibt sich, da® der Wurzelwert 1.07193 um — 
etwa 6 Einheiten der sechsten Stelle zu klein ist. 

Will man die komplexen Wurzeln auf ahniiche Weise kontrollieren, — 
so kann man das auch etwas anders ausfiihren, als es oben auseinander- 
gesetzt wurde. Man kann dabei namlich auch im Gebiete der reellen Zahlen 
bleiben und die Verbesserungen der Koeffizienten ftir je einen der Faktoren — 
zweiten Grades suchen, die den konjugierten Paaren entsprechen. Man 
dividiert die Gleichung 


y (x) = (382 a — 55 xt + 212 23 + 96 « — 36 4 — 12) 10 


auf beiden Seiten durch alle Faktoren mit Ausnahme eines der beiden — 


Ap ee ee} SANS 


Faktoren zweiten Grades und erhalt z. B.: ae 
2 0.37538 2 + 1.92172 i 

BO ee so 4 4 212 23 + 96 2? — 36 « — 12 eee A 

~~ 3,92 (@ + 1.327) (2 — 1.072) (22 + 0.42 2 + 0.89) s 


\i statt r nun cat der poolnteh Seite fiir x eine der beter konjugierten 
a einzusetzen, die dem Faktor zweiten Grades entsprechen. kann 


eite ubereinstimmt. 
Been des Faktors zweiten Grades, der dann also die verbesserte 
m annimmt: 
; — (0.37538 + a) 2 + 1:92172 — fp. 

rf Aum a und i zu finden, reduziert man zunachst Zahler und Nenner 
odulo x* — 0.37538 x + 1.92172, d. h. man dividiert durch den Faktor 
iten Grades und bestimmt den Rest. Die Rechnung wird auf wenige 
len am besten mit dem Rechenschieber ausgefithrt. 


fe So bb 19 Op = 36 
ie 560 
Ee ee 150s 
TES ORS 
SENSI 479 
OD eS 
e009) 2 205 
=e 6 Rad 
Petes D3 


Der Zahler stimmt also, wenn z gleich einer der beiden konjugierten 
A urzeln gesetzt wird, mit 


(— 208 x — 453) 10-¢ 


Im Nenner reduziert man erst das Produkt 


 (@ + 1.327) (@ — 1.072) = a? + 0.255 « — 1.42 
4 +0.255 — 4.42 
<2 0 F pak Ao 


a se Oboe 40.34 
e dann den Faktor a? + 0.12 2 + 0.89 

Tam £40.42. 40.89 
Be. E5098. 7s 99 
j + 0.50 — 1.03 


aes 
Die beiden reduzierten Faktoren ersten Grades werden miteinander 
neler’ und das Produkt wieder reduziert 


+ 


pe 
re 


Dann sind —a und —f die side ay der 
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0.315 — 1.67 n 
—0.65 + 3.44 
Produkt: 0.3145 —2.32° + 3.44 
—012 + 0.60 
— 2.20 + 2.84 
Das reduzierte Produkt ist dann noch mit 3.22 zu multiplizieren und gibt 
—T7A%2%+ 9.1 


Die rechte Seite stimmt danach fiir die beiden konjugierten Wurzel- 
werte mit 


2a = 45 


10m od 3.0 ue 
: oder (3. tay 


5 a SO 22.3 ae —5 
7,1 2—9,4 as oy 


uberein. 


Um nun noch den Nenner wegzuschaffen, dividiert man x? — 0.37538 % 
+ 4.92172 durch 7.1 7 — 9.1 


1. — 0.33: + 4.92 | 0.14 2 + 0.13, 


— 1.28 
+ 0.90 
— 1.45 
+ 3.07 
d. h. es ist: 
x? — 0.38 x + 1.92 A as 3.07 
Tie SO tees Oo aE eee 
Fir die beiden konjugierten Werte ist also 
eal 0.14 0.13 
PME e= OD ae ee ae wa ° 
daher 
fe 3) 3.0 
Ties GA em eee te 
Als Resultat der ganzen Reduktion ergibt sich also 
— 3.3 410-5, 


so dab der Faktor zweiten Grades verbessert lautet: 
xe? — 0.37535 ¢ + 1.924172. 
Die analoge Rechnung fiir das zweite Paar konjugierter Wurzeln liefert 
ee MORE, 
so dali hier der Faktor zweiten Grades verbessert lautet: 
es 020154 =— 0.89064. 
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Hat man es mit einer Gleichung zu tun, bei der mehr als zwei Paare 
konjugierter Wurzeln vorkommen, so findet man zwar die absoluten 
Betrage in derselben Weise wie bei einem oder zwei Paaren konjugierter 
Wurzeln, um aber auch die reellen und imaginaren Teile zu berechnen, 
kann man den folgenden Weg einschlagen. Es werde der Grad der ge- 


_ gebenen Gleichung als gerade und gleich 2 m vorausgesetzt. Eine Gleichung 
von ungeradem Grade kann man sich mit x multipliziert denken, um sie 


in eine Gleichung geraden Grades zu verwandeln. Die Gleichung werde 
dann durch die Division mit 2” auf die Form gebracht: 


by by a ie Day, tO 0, 


Indem man nun x =r e®? setzt und den reellen und imaginaren 
Teil fiir sich gleich Null macht, ergeben sich die beiden Gleichungen: 


Ay COS mM Y — a, cos (M— 1) pM +---t a, = 0 
fo sin m my — fy sin (m— 1) p+ ---4+ Pa_isin gp = 0, 
wo zur Abkirzung gesetzt ist: 
ay = by Vise sali Dom ees Bo a by Ve ee Uomn ees 
: ay <a by pnt =) bee r m+1 Be = by ym—t __ Deen, pomrl 
Ony—1 = Om4 Fae m4 Fo Bee ae Cnt ra Onnpiet Wty 


i) 


” un 


Die GréBen a und 6 kénnen mit Hilfe des fiir 7 gefundenen Wertes 
berechnet werden. Setzt man nun cos m =1, so lassen sich cos 2 g, cos 3 g, 
sin2p sind sin m p 


...cosmg und ebenso als ganze Funk- 


swe esi Oe” <8in'@ 
tionen von ¢ ausdriicken. Es liefern dann jene beiden Gleichungen zwei 
Gleichungen fiir t, von denen die eine vom mten, die andere vom m — (ten 
Grade ist. Die gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen ergibt sich 
eindeutig durch das Verfahren des gemeinsamen Teilers. 


So hat man z. B. 


sin 2 p 
cos2o = 2—1 = 2 
sin y 
sin 3 @ 
cos3 gp = 4h —3t ao = P41 
sin @ 
sin 4 p 
cos 49 = 84—8P+1 - = 88—At 
sin w 
sin 5 p z 
cosh gm = 16 — 204 5¢t = 14674—12@+4+1 


Se: 3 ery og 
eae.) 
+ tae 


ru i = 
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Bei einer Gleichung 6tem Grades wiirden die beiden Gleichungen a 

fir ¢ lauten: Be 
; =] 

ay (40 — 3 t) — a, (22—1) + a,t—a; =0 38 

Bola 1) p lt + Bs =0 < 

ee 4 

oder nach Potenzen von ¢ geordnet: ES 
: 4 

Pat Ve ayes piece q 

Oot? + 0,t + 6, ==, 3 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit a und zieht sie von a 

0 ~ oe 

der ersten ab, so ergibt sich 4 
| a 

22s) ee ( ve") 4 

- 2 +(y,———Jt+ vy, = 9, 

(>: dv ve do V3 4 

die in der Form : 
yi P+ yi t + yg = 9 2 

geschrieben werden mége. Multipliziert man abermals die Gleichung . 
, 3 

a aa 


6) #2 + 6,t+ 6, =0 mit und zieht sie von der letzten Gleichung ~ 


ab, so ergibt sich fiir t eine Gleichung ersten Grades 


Eine andere Art, die komplexen Wurzeln zu berechnen, besteht 
darin, da’ man in der gegebenen Gleichung g (x) = 0 die linke Seite nach 


Potenzen von h entwickelt, wo h = «—p und p eine beliebig angenommene ~ 


GréBe ist. Wendet man nun das auseinandergesetzte Verfahren auf die 
Gleichung in h an, so ergeben sich fiir die komplexen Wurzeln die absoluten 
Betrage von | x — p |. Sind die absoluten Betrage | x | fiir die komplexen 
Wurzeln schon bekannt, so sind geometrisch gesprochen die komplexen 
Wurzeln als Durchschnittspunkte von Kreisen bestimmt. Diese Be- 
stimmung ist zwar nicht eindeutig, aber unter den verschiedenen még- 
lichen Systemen kann man das richtige dadurch auswahlen, dafi man die 
Summe aller Wurzeln kennt. So mdége z. B. in der oben behandelten 
Gleichung 


3,22 2° + 4.412 xt + 3.14 28 — 7.25 o? + 1.88 4 — 7.84 = 0 


e 


die Entwickelung nach Potenzen von h = x + 1 vorgenommen und die — 


Wurzeln hk nach dem beschriebenen Verfahren berechnet werden. 


\ { * 2 
Sit ad 5 ; 
“Pens et eee) 


Pee2or 2 O00. At fo.-8 A 7B: a BB = L8G 
Se ee ae BAe OAS ee Be = 8 OO 

oe ee eet O08 eo OP GO S19 14 
peed 1 6.24 13.78) 4 48.01-— 44.99 


— 644 + 13.78 — 18.01 + 14.99 — 10.09 
Bat POS OGG 2 98 AF aS 


_— 9.66 + 23.44 — 41.45 + 56.44 
— 3.22 + 12.88 — 36.32 


— 12.88 + 36.32 — 77.77 
— 3.22 + 16.10 


— 16.10 + 52.42 
— 3.22 


== 19.32 
3:22 h® — 19.32 h® + 52.42 h* — 77.77 h3 + 56.44 h? 
— 10.09 h — 12.74 = 0. 


Man rechnet nun wie oben und findet zunachst, dafi bei der Gleichung 
eee 16ten Wurzelpotenzen sich die kleinste Wurzel abtrennt, deren ab- 


3.29715 
und der absolute Betrag der reellen Wurzel gleich 


2.07195. ‘ 
In Verbindung mit den oben ermittelten absoluten Betragen der 
- Wurzeln der urspriinglichen Gleichung in 2: 
“ae 1.07193 
ats: 1.32744 
ir die reellen Wurzeln und 


4.92172 
0.89061 


158 IV. Abschnitt. -Ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen. 


fiir die Quadrate der absoluten Betrage der konjugierten Wurzeln ergeben 
sich nun die Wurzeln a selbst durch die Bengerkung, daf dic Wurzeln h 
um eine Einheit gréRer sein miissen als die Wurzeln x Daher hat man 
zunachst fiir die reellen Wurzeln 


+ 1.07193 und — 1.32714. 


Denn mit anderen Vorzeichen wiirden sie nicht bei Vermehrung um eine 
Einheit die absoluten Betrage 
0.327132 und 2.07195 
annehmen. Zweitens ergeben sich nun auch die reellen Teile der konju- 
gierten Wurzeln. Denn wenn x = u + ¢ 1 gesetzt wird, so hat man erstens 
u2 + 9? = 0,89061 oder 1.92172 
und zweitens 


(u + 1)? + 9? = 1.77040 odes 3.29715. 


Das sind zwei Méglichkeiten, entweder 


u? + 0% = 0.89061 u2 + 92 == 1.92172 
(u + 1)> + 6 = 1.77040 “™® (uy + 1)? + 62 = 3.29745 

oder 
u2 + 9? = 0.89061 d wu? + 92 = 4.92472 
(uk 4)? 9? = 3.90715 9" Ga Pe 9? 247 7040 


Die erste Mégiichkeit liefert durch Subtraktion je zweier untereinander- 
stehender Gleichungen die beiden Werte: 


2u+ 1 = 0.87979 und 2u + 41 = 1.37543, 


d. i 
2u = —0.12021 und 2u = 0.37543. 
Die andere Moglichkeit liefert: 
2u + 41 = 2.40654 und 2u + 1 = — 0.84868, 
dal 
2u = 1.40654 und 2u = — 1.84868. 


Da die Summe der 6 Wurzeln Null sein mu8 und die beiden reellen 
Wurzeln zusammen — 0.25521 geben, so miissen die beiden Werte von 
2u zusammen gleich + 0.25521 sein. Die erste Moglichkeit trifft daher 
zu bis auf den kleinen Fehler in der fiinften Stelle, wahrend die zweite 
Méglichkeit ausgeschlossen ist. So ergeben sich also die beiden Faktoren 
zweiten Grades: 

x* + 0.12021 « + 0.89061 und x? — 0.37543 » + 1.92172, 
die bis auf wenige Einheiten der fiinften Dezimale mit den oben ermittelten 
Werten tbereinstimmen. 
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§ 22. Der Sturmsche Satz. 


Es kann unter Umstanden: wichtig sein, iiber die Anzahl der reellen 
und komplexen Wurzeln einer Gleichung von vornherein einen Aufschluf 


_ zu erhalten, ohne die Wurzeln selbst zu ermitteln. Es wurden oben schon 


einige Anzeichen angegeben, durch die man eine obere Grenze fiir die 
Anzahl der reellen Wurzeln findet. Vollstandig wird die Frage durch den 
Sturmschen Satz beantwortet. 

Es sei g(x) =0 die vorgelegte Gleichung 


g(x) = ay 2” + aya" + ay 29? HF Ay © + My. 
Man bildet die Ableitung 


AL) 0 ea hd ee ae Sg 
und wendet auf g (x) und g’ (x) das Verfahren des gemeinsamen Teilers 
x 
an. Zu dem Ende miultipliziet man g’ (%) mit ms und zieht das Produkt 


Glied fiir Glied von g (x) ab. Der Rest enthalt dann die nte Potenz von x 
nicht mehr: 
Ge gr} abs As! gr? aE ie ae ais eae: ai a 


/ 


a 
Ist a,’ von Null verschieden, so multipliziert man g’ (x) mit — und 
Cay 


zieht das Produkt von dem eben erhaltenen Rest ab. Der neue Rest wird 
dann auch die n — 1te Potenz von x nicht mehr enthalten. Er werde mit 
—r, bezeichnet. Ist a,’ gleich Null, so soll schon der esrte Rest mit —7, 
bezeichnet werden. Im allgemeinen geniigt es tiir die Zwecke, die man 
hier verfolgt, die Rechnungen auf wenige Stellen auszufithren, so dafi die 
Genauigkeit des Rechenschiebers ausreicht. Dadurch la8t sich das Ver- 
fahren, wie unten an einem Beispiel gezeigt wird, mit geringer Miihe aus- 
fiihren. 
Nach der Definition von r,; hat man 


g(x) = g (@)—"y, 

Pa: ee eget a) phn ae 
wo g, den Quotienten der Division a a und —~r, den Rest bezeichnet, 
der nach der Definition von niedrigerem Grade ist als g’ (x). Indem 
man jetzt mit g’ (x) undr, ebenso verfahrt, wie mit g (w) und g’ (x), erhalt 
man eine zweite Gleichung: 


8 (2) = Gly —Ty 


wo 7, wieder von niedrigerem Grade ist als r;. So fortfahrend ergibt sich 
eine Kette von Gleichungen: 


' 
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Ty 19 3 lone hg 
gyal PLN roll 


Pp —2 = Vy Ty —— Vee 


Da der Grad der ganzen Funktionen rt ry Tz... sich bestandig erniedrigt, —~ 


so muf das Verfahren ein Ende haben. Wenn g (x) und g’ (x) keinen 
gemeinsamen Teiler haben, so wird man schlieBlich auf einen Rest — 7, 


stofen, der von x unabhangig und gleich emem von Null verschiedenen ~ 


Wert ist. Wenn dagegen g (a) und g’ (a) einen gemeinsamen Teiler be- 

sitzen, so muB das Verfahren auf diesen gemeinsamen Teiler fihren. Denn 

ein gemeinsamer Teiler von g (a) und g’ (x) mu nach der Gleichung 
g(t) =a 8 (@)—7y 


auch ein Teiler von 7, und daher nach der Gleichung 
g (£) = Gri —T2 


auch ein Teiler von r, sein u. s. w. vonrs7,... Nun mub man schlieSlich 
auf ein 7, stoBen, das ein Teiler des vorhergehenden r,_, ist. Dieses 7, 
ist dann der gréBte gemeinsame Teiler von g (#) und g’ (x). Es werde hier 


vorausgesetzt, dafi g (x) und g’ (~) keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 
Die Reihe der Funktionen 


5 (x), g (x), Ty, Toye ee ly 


gibt nun Aufschlu& uber die Anzahl der reellen Wurzeln. Zunachst be- 


merke man, dai r, von  unabhangig ist und also fiir alle Werte von x ein ~ 


und dasselbe Vorzeichen behalt. Die anderen Glieder der Reihe kénnen, 
wenn man # sich kontinuierlich andern la&t, ihr Vorzeichen andern, indem 
sie durch Null hindurchgehen. Wenn nun eine der Funktionen g’ (2), 
ly, T9,+++, Ty—4 Verschwindet, so haben die beiden benachbarten Glieder 
notwendigerweise entgegengesetzte Vorzeichen. Denn es ist z. B. fir 
g’ (x) = 0 
g(v) =—1y 

oder. ftir 7; = 0 

if @ ar 


U.S. W. 


Daher kann die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser Reihe sich nur 


dadurch andern, daf g (2) verschwindet. Denn beim Verschwinden einer 
der Glieder g’ (x), 71, 79, .../,—1 haben jedesmal die benachbarten Gréfen 


entgegengesetztes Zeichen, und es enthalten daher die drei Glieder, das — 


verschwindende und die beiden benachbarten, vor dem Verschwinden wie 


nach dem Verschwinden notwendig einen und nur einen Zeichenwechsel, — 


gleichgiiltig, ob das verschwindende Glied vom Positiven zum Negativen 
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oder vom Negativen zum Positiven tibergeht. Verschwindet dagegen 
g (x), so andert sich die Anzahl der Zeichenwechsel jedesmal um eine 
Einheit, und zwar vermindert sie sich, wenn x wachst. Denn g (x) und 
g’ (x) konnen nicht gleichzeitig verschwinden. Sonst miif&ten ja an der- 
selben Stelle auch 7, 7r,...7, verschwinden, was ausgeschlossen ist, wenn 
kein gemeinsamer Teiler vorhanden ist. Ist nun g’ (x) positiv, so wachst 
g (x) mit wachsendem z, geht also beim Verschwinden vom Negativen 


zum Positiven iiber. Ist g’ (x) dagegen negativ, so nimmt g (x) mit wachsen- 


dem «z ab, geht also beim Verschwinden vom Positiven zum Negativen 
iiber. In beiden Fallen vermindert sich mit wachsendem x die Anzahl der 
Zeichenwechsel um eine Einheit. Um daher zu erfahren, wie viel reelle 
Wurzeln zwischen zwei Gréfen a und 6 liegen, hat man nur notig, die 
Zeichenwechsel zu zdhlen, welche die Reihe fiir « = a und fiir x = b ent- 
halt. Die Differenz ist gleich der Anzahl der reellen Wurzeln zwischen 
a-and 6. Lat man a weit nach — o und b weit nach + © riicken, so 
iuberwiegen in allen ganzen Funktionen die Glieder, welche die héchste 
Potenz von z enthalten. Die Koeffizienten der héchsten Potenzen von x 
bestimmen daher die Anzahl der samtlichen reellen Wurzeln der Gleichung: ' 

* Die Rechnung braucht offenbar nur so weit durchgefiihrt zu werden, 
da8°man die Vorzeichen der Funktionen mit Sicherheit bestimmen kann. 
Nur wenn eine der Funktionen sehr klein wiirde, kénnte dies eine aus- 
fiihrlichere Rechnung verlangen. Diese ware aber auch nur dann ndtig, 
wenn die beiden benachbarten das gleiche Zeichen hatten; denn im andern 
Falle ist ja das Vorzeichen des betreffenden Gliedes fiir die Anzahl der 
Zeichenwechsel gleichgiiltig. 

Es mége die auf S. 82 angegebene Gleichung 


S47 P — 3.38 ¢2 + 2.57 2. A0AL 2" — 6.23 2 


aE ED ees 3) 
untersucht werden. 
(¢) = 27.421 — 13.5 2® 47.74 a? + 20.22 2 — 6.23 
5 AT, — 3.38, -+ 2.57,-+ 10.44, — 6.23,.+ 5.43 
1.69 Aba 408 1:24 
70,69) 4 4,02" se 6:08 4.99 
-0.34 + 0.19 + 0.51. — 0.16 
NRW Pa Wy ee ey, 


Auf dem Rechenschieber sind zundchst 5.47 und 27.4 emander 
gegeniibergestellt. Dann stehen sich bei derselben Stellung des Schiebers 
gegeniiber 2.69 und 13.5, 1.54 und 7.71, 4.03 und 20.22, 1.24 und 6.23. 
Die Zahlen 2.69, 1.54, 4.03, 1.24 werden dann mit dem richtigen Zeichen 
inter die betreffenden Koeffizienten von g (2) gesetzt und zu ihnen hinzu- 
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gefiigt. Dann stellt man ebenso auf dem Rechenschieber 0.69 und 27.4 | 
einander gegentiber u.s.w. So ergibt sich : 


r, = — 0.69 23 — 6.27 a? 4+ 4.48 x — 5.27. 


Dieselbe Rechnung wird nun mit g’ (x) und 7, fortgesetzt. 
r, = — 0.69 — 627 + 448— 5.27 
Fae (A aon Sires FeSO ia Chis at ay Na 6.23 
—249 + 178 — 209 
—262 + 186 — 189 
+ 2380 —1700 + 2000 
2566 —1889 1994 
ro = (— 257 2? + 189 « — 199) 10 *). 
In diesem Falle braucht man nicht weiter zu rechnen. Denn man - 
-erkennt sogleich, daf die Gleichung zweiten Grades: 
keine reellen Wurzeln besitzt, und da mithin r, fiir alle reellen Werte 
von « dasselbe Zeichen besitzt. Daher braucht man nur die Zeichen- 
wechsel in der Reihe 
§ (x) g' (2) ry Ps ? 
zu betrachten, um die Anzahl der reellen Wurzeln von g («) zu erfahren. 
Denn r, verschwindet nicht, und beim Verschwinden von g’ (x) und 7, 
andert sich die Anzahl der Zeichenwechsel nicht. ‘ 
Fir x = — o erhalt man die Vorzeichen: 
—+ + — (2 Zeichenwechsel), 
fiir «= + o: 


oh eS (1 Zeichenwechsel ). 


Die Gleichung besitzt daher eine und nur eine reelle Wurzel. 
Fir 2 = 0 erhalt man die Vorzeichen 


+ —-— — (4 Zeichenwechsel). 


Die Wurzel ist mithin negativ. 
Als zweites Beispiel mége die oben S. 93 aufgestellte Gleichung 


7a —5.47 2° + 3.33 2% + 1.72 ¢—0415 =0 


behandelt werden. 


*) Es sind nur etwa die ersten zwei Stellen der Koeffizienten richtig, was 
fiir die folgenden Schliisse ausreicht. 


Peete al Bar 53.33. 
1 Mtn Soa soe loess. 
al cag ne EIA <0 188 S055 
ry = 4+ 2.49 28 — 2.00 2% — 1.38 a + 0.15 
Coote A AG SS OHO kT 2 
232 0 20k == 0 7 
AO a 
ae pee O01 19 
EE Og a oh OAT 
ry = — 34.9 a? — 22.4 2 — 0.47 


He 49 = 900-2138" 4 OS 
= {AA == 0.08 
SBT Ne INA 

+2419 + 0.05 

1078e- 25 0:00 


: r, = — 0.78 x — 0.20 / 
— 34.9, — 22.4, —0.47 
+ + 3.9 
A385 
-+ 3.46 
oO 
= — 2,99. 


| ‘Fir “2 = — © erhalten g (x), g’ (x), 74, Te, 7s, ’, die Vorzeichen: 


eas (4 Zeichenwechsel), 
zie 
et a (2 Zeichenwechsel ), 
x=+ 0 
j Pras a (1 Zeichenwechsel). 


‘ Es gibt also drei reelle Wurzeln, von denen zwei negativ und eine 


Endlich werde die auf S. 149 aufgestellte Gleichung behandelt. 


i dda BAD oA 4 3.14 o® — 7.25 2 88 2 — 7.84 = 0 
@) == 19.324" 16.48 a® --.9.33 22 — 14.5.2 +°1.88 


3822 +0+ 442 4344 —7.25 41.88 — 7.84 
Sia DTA AG 2.42. — 0,31 


oe eet ohn) 4. Soy) alo) ues) Oe 
ry, = — 1.38 2 — 1.55 2? + 4.83 2% — 1.574 + 7.84 


ieee a 
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+ 19.32 0.4 4648 + 9.33 — 14:5 + 1.88 
— 24.6 + 67.5 —21.9 + 109.8 
286 840 19,65" 4° 95.3" 
1 + 24.2 —75.7 + 24.6 —122.8 
EE A08 SR Nee ees et 
rz = — 108 a? + 88 2? — 1202 + 1214 
— 1.38 —1.55 + 4.83 —41.57 + 7.84 
—442 + 14.53 —1.54 
SOR oOo ate 
—2417 +2.96 —3.00 
12519 015 Ea Se 
Py == — 449 oc 045 ¢ —-4.84 
Da die Gleichung r; = 0, wie man unmittelbar sieht, keine reellen 
Wurzeln hat, so hat rz fiir alle reellen Werte von x immer dasselbe Vor- 
zeichen. Man hat deshalb nicht nétig, weiter zu rechnen. 
Fir 2 = — o, x =0, und x= + o ergeben sich in der Reihe 
CUZ). 2 -(£), Pa, To, Tz die. Vorzeichen: 


%=— 0: —— + — (3° Zeichenwechsel) 
oe 0 :—+4++— (2 Zeichenwechsel) 
Tmt 7008 4a 7 ae PeLeichenweebsely 


Es gibt also zwei reelle Wurzeln, von denen die eine positiv, die 
andere negativ ist. 

Die Rechnung ist so schnell asocrinee da®, wenn es sich nur um 
die Berechnung der reellen Wurzeln handelt, es sohewent lohnen kann, 
auf diese Weise die Anzahl der reellen Wurzeln und vielleicht noch die 
Anzahl der positiven und negativen festzustellen, ehe man zur Berechnung 
selbst schreitet. Man spart dadurch Mithe beim Aufsuchen der ersten 
Naherungen. Denn wenn man z. B. in diesem Falle schon weif, dai nur 
eine positive und eine negative Wurzel existiert, so braucht man nicht 
nach weiteren zu suchen. Man erkennt aus dem Vorzeichen von g (x) 
sehr schnell, daB die positive Wurzel zwischen 0 und + 2 nicht weit von 
+ 1 entfernt hegt und dafi die negative Wurzel zwischen — 1 und — 2 
liegt. Nach dem Verfahren von Newton findet man dann alsbald genauere 
Werte. Allerdings wenn auch die komplexen Wurzeln berechnet werden 
sollen, so lohnt es sich nicht, vorher die Anzahl der reellen Wurzeln fest - 
zustellen, weil sie sich im Verlaufe der Rechnung nach dem im vorigen 
Kapitel beschriebenen Verfahren schon herausstellen. 

Auch iiber die Lage der komplexen Wurzeln kann man in ahnlicher 
Weise allgemeinen Aufschluf erhalten. Um dies zu erklaren, muf etwas 
weiter ausgeholt werden. Ist f (7) eine Funktion eines komplexen Argu- 
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mentes = uw + i, die sich im Innern und auf dem Rande eines Gebietes 
der komplexen Ebene regular verhalt, so ist nach Cauchy die Zahl der 
Nullpunkte der Funktion in dem Gebiete gleich dem Integral: 


1 rf'h(x)! 
Dt aes 


wobei das Integral iiber den Rand des Gebietes zu erstrecken ist. Der 
Rand ist bei der Integration in solehem Sinne zu durchlaufen, da8 das 
Innere des Gebietes zur Linken liegt, wenn die positiven imagindren Koor- 
dinaten auf der linken Seite der positiven Richtungen der reellen Koor- 
dinaten angenommen werden. 

Setzt man nun 


Me f(x)=o-e, 

wo e@ den absoluten Betrag, ~ das Argument von f (x) bedeutet, so ist: 
Wea) Oe eA 4 
Fay Gat Osh le) = Fd (loge) + ag. 


: 
Bei der Integration um den ganzen Rand des Gebietes nimmt log @ 
wieder denselben Wert an. Daher wird der Wert des Integrals gleich 


{| i 
a a? 


In Worten ausgedrtickt heiSt das also: Sovielmal als das Argument 
von f (z) um 360 Grad zunimmt, so viel Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 
jiegen in dem betrachteten Gebiet. Zerlegt man / (x) in seinen reellen und 
imaginéren Teil 


Yea ba Al 
so ist 
U=ocosy V —osin 9. 

Folglich kann man an den Vorzeichen von U und V erkennen, in 
welchem Quadranten das Argument gy liegt und mithin auch verfolgen, 
wievielmal das Argument im ganzen um 360° zunimmt. Dies kann z. b. 
in folgender Weise geschehen. Da cos m der Differentialquotient von 
sin g ist, so wird V mit wachsendem qm wachsen, wenn U positiv ist, und 
abnehmen, wenn U negativ ist. Beim Verschwinden von V wird mithin 
die Kombination der Vorzeichen von V und U mit wachsendem q einen 
Zeichenwechsel verlieren, mit abnehmendem qm dagegen einen Zeichen- 
wechsel gewinnen. Wenn daher beim Durchlaufen des Randes die Funk- 
tion V p-mal ihr Zeichen so wechselt, dali V, U einen Zeichenwechsel 
verliert, und g-mal so, daf& V, U einen Zeichenwechsel gewinnt, so geht 
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das Argument p-mal im wachsenden Sinne durch 0° oder 180° und g-mat 
im abnehmenden Sinne. Die Gesamtanderung des Argumentes ist daber 
(p —q)-mal 180°. Daraus folgt, da8 die Zahl der Wurzeln der Gleichung 


f(x) =90 


in dem betrachteten Gebiete gleich 4 (p— q) ist. 
In diesem Lehrsatz kann man auch V mit U und U mit — JV ver- 
tauschen, da i f(z) =— V + Ui dieselben Nullstellen hat wie f (z). 
Es sei nun f (2) eine ganze rationale Funktion von z vom nten Grade. 


f (%) = ay a” + Qj ENS Fe FO eae el 
Schreibt man f (x) in der Form 
fi) oa, Sep ae Ske a So Oe one ae 


so erkennt man, da’ fiir Werte von x von groBem absoluten Betrage das 
Argument von f (x) sehr wenig von dem Argument von dy x" abweicht. | 
Die Anderung des Argumentes von f (2) wird daher sehr nahe gleich der — 
Anderung des Argumentes von 2". Es folgt daraus, da fiir ein den 
Nullpunkt umschlieBendes Gebiet, auf dessen Rande der absolute Be- 
trag von x hinreichend gro8 ist, die Anzahl der Wurzeln gleich der Ande- 
rung des Argumentes von x” dividiert durch 2, also gleich n sein muf. 
Wenn das Gebiet auf der einen Seito von einer Geraden, auf der 
anderen Seite von einem Kreisbogen begrenzt wird, der mit einem 
sehr groBen Radius um den Nullpunkt beschrieben ist und zwei 
Punkte der Geraden. verbindet, so ist die Anderung des Argu- 
mentes auf dem Kreisbogen fiir einen hinreichend grofien Radius beliebig 
wenig von nz verschieden. Lat man den Radius unendlich werden, 
so erhalt man also den Satz, dafB die Zahl der auf der einen Seite der Ge- 


n “3 
raden liegenden Wurzeln gleich 3 plus der durch 27 dividierten Anderung 


des Argumentes von f (x) langs der betrachteten Geraden ist. Die be- 
treffende Seite der Geraden ist die zu dem Sinne, in dem man sie durch- 
lauft, positive. Oder, wenn f (x) = U + Vi, so ist die Zahl der Wurzeln, 


: ak : n ae ; : 
auf dieser Seite gleich ah i! wo p die Anzahl der Male angibt, 


da8 V sein Zeichen beim Durchlaufen der Geraden wechselt, wahrend 
V, U einen Zeichenwechsel verliert, und g die Anzahl der Male, daB V 
sein Zeichen wechselt, wahrend V, U einen Zeichenwechsel gewinnt. — 
Die Zahl p — q findet man durch das Verfahren des gréften gemein- 
samen Teilers ahnlich wie beim Sturmschen Satz. Man setzt auf der 
Geraden x = a + bt, wo a und b+ zwei im allgemeinen komplexe Zahlen 
sind und ¢ von minus unendlich bis plus unendlich lauft. Die Funktionen 
U und V werden dann ganze rationale Funktionen von t. Im allgemeinen — 
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werden U und V von gleichem Grade sein; dann kann man das Verfahren 
durch Division von V durch U beginnen oder auch durch Division von U 
durch — V. Wenn dagegen eine von ihnen von héherem Grade ist, so hat 
man nur eine Méglichkeit. Man bildet nun die Kette von Gleichungen, 


3 2a SB*: 

. V=qU—r, 

2 OS Get. 
etc. 


Wenn 7, sein Zeichen langs der Geraden nicht andert, so kann in der 
Reihe 
VEO tine <2 Pg 
die Anzahl der Zwischenwechsel sich nur andern, wenn V verschwindet, 
denn beim Verschwinden von U,7r,,7r.,...,%q—, kann die Anzahl. der 
_ Zeichenwechsel sich nicht andern, weil infolge der Kette von Gleichungen 
jedesmal die beiden benachbarten Glieder eines verschwindenden Gliedes 
entgegengesetztes Zeichen haben. Verschwindet nun V, so wird, je nach- 
dem V,U einen Zeichenwechsel verliert oder gewinnt, auch die Reihe 


Tae eee sade a A EE ae Pe eer re se Baa Sern t 
Spat sits ake eS : Me eo ye \ Gea MOUSE aa 


Ve U, Ti lor ++ Te 
einen Zeichenwechsel verlieren oder gewinnen. Folglich ist p—g der 
-Unterschied in der Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe fiir t = — o 
' vermindert um die Anzahl fiirt = + o. Das Analoge gilt, wenn U, — V 


an die Stelle von V, U gesetzt wird. Besonders einfach wird das Ver- 
fahren fiir den Fall reeller Koeffizienten von f (x), wenn es auf irgendeine 
Senkrechte zur reellen Achse angewendet wird. Man setzt «=a -+ ti, 
; wo a eine reelle Zahl ist. Da nun 
4 eile; eee ANE) Shy 

f(2) =f (oe) +f" (a) t4 + a1 Pasa, 
so wird U nur gerade Potenzen von ¢ enthalten und V nur ungerade. 
Dadurch wird das Teilerverfahren wesentlich abgekiirzt. 


“ar 


Beispiel : 
ey = 1 = — 5.47 333 oe 42 ee — OAS 
s f(z) =U+ 4s Catt 


[Ee panos seid 
Kise iP PR 547.0 3192-5 
+7 45.74 44.72 


a9) 
4+5.45— 

| 0.23 

= | + 1.49 

E r= —1.49t 

: Tg= + 0.45 


1 
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Fir t= — o hat die Reihe V, U, r,, r, die Zeichen: 
—-~ + +. (1 Zeichenwechsel), 
fare f=" ak 
+-——— +t (2 Zeichenwechsel ). 
Es ist hier also p—g=.——41 und mithin 
n p—q 
rete ae 


Folglich gibt es zwei und nicht mehr als zwei Wurzeln der Gleichung, 
deren reeller Teil negativ ist:. Oben S. 95 fanden wir, da die Gleichung 
zwei negative Wurzeln und eine positive Wurzel hat. Folglich haben :die 
beiden komplexen Wurzeln einen positiven reellen Teil. 

Setzt man x = 1 + t7, so hat man zunachst nach Potenzen von iz 
zu entwickeln. 


7 Ogres wee 13.39 2 a om a 

ie ey, £ 4:53 + 4.86 + 6.58 

Po EDS EE ee? OS me GS 

Thay 445.53 -£ 20.39 
44 + 15.53 + 20.39 + 26.97 

7 my + 36.53 : 
494 + 36.53 + 56.92 As 
aT te 98 we 
+28 + 64.53 
Say | 
4.35. 


f (2) = 7° ti + 35 4 — 64.53 Bt — 56.92 2 + 26.97 ti +° 6.48 
U-= 35 — 56.922 4 6.43 
V=70 —64.53 8 + 26.97 ¢ 


7° — 64.53 + 26.97 
+ 41.38 — 4.29 


53.15 + 25.68 
r, = 53.45 B® — 25.681 
35 —56.92 + 6.43 
+ 46.9 
L7710))4 608 
r, = + 40.02— 6.43 


53.45 — 25,68 
+ 8,55 
—17,131 
re = i t8t 


hi oa. 


> 


= sue Ss nimmt die Reihe V, ee ry Th Ts, ‘ . die Vorzeichen an: 


pares ae See Zeichenwechsel), 


’ 
+ + as we (kein Leichenwechsel). PERO. 

We, ee oy ee vee = a 

a Papa as 5 ese it 
_ Es gibt also fiinf Wurzeln, deren reeller Teil algebraisch kleiner Yee 

t als 4, und mithin keine Wurzel, deren reeller Teil gréBer ist als 1, Der 


elle Teil der beiden komplexen Wurzeln liegt also zwischen 0 und 1, und 
demselben Intervall liegt auch die positive Wurzel. 
Ao -Beispiel: 


ee f(g) = 2g 53.07 4 Ooo 1 2122? — 14 he 
tage Ne ; ale : a0) 
= Se Oy ere ec 
; V2 oe porte Oe . - 
0 Oreste Aio Ba + 65 i 
— 4.98 
— 4.98 
+ 4.48 2 
+ 4.48 
— 0.28 Des 
q 195 ke 
ey 52.5 ae 
a aa PDs as 
; : es Ce <a 
ae + 2.96 3 
r, = — 2.961 aes s 
ro =-+ 74 
ae Reihe V, U, r,, r, nimmt die Vorzeichen an: ; 
ss Wey = oa | +. (1 Zeichenwechsel), . 
fir t= + o0:+——-4 (2 Zeichenwechsel). 
p—q=—1 Shaan | 


Es gibt also 6 Wurzeln, deren reeller Teil negativ ist; und folglich Cae 
abt es 7 Wurzeln, deren reeller Teil positiv ist. Wir sanden oben S. 99, 

af die Gleichung nur eine positive Wurzel hat. Mithin gibt es drei Paare 
komplexer Wurzeln mit positivem reellen Teil. 
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Was die negativen Wurzeln betrifft, so erkannten wir schon oben 
S. 99, daB& nicht mehr als vier existieren konnen. Ihre genaue Anzahl 
ermittelt man durch Anwendung des Sturmschen Verfahrens auf f (x) 
und /’ (~). Man braucht indessen nur die ersten Schritte auszufiihren. 


f’ (a) =.273 o — 374 2°. + 325.2% + 624-2 
24 ol —53.¢7 + 65 a5 + 312 22 —74 
S985 v5 
— 24.5 2° + 40 25 + 264 22 
r= + 24.5 2? — 40 2 — 264 2? 4+ 74. 


r, hat in dem Intervall — o bis — 1 nur negative Werte. Denn 
24.5 x? — 40 2° + 74 hat seinen algebraisch gré8ten Wert fir diese Werte 
von x, wenn 171.5 26 — 200 «4 = 0 ist, d. h. etwa bei 2? = 1.17. Der 
algebraisch grote Wert von 24.5 #7 — 40 a + 74 ist daher nicht gréfer 


_ als etwa + 91, wird also von — 264 2? in dem ganzen Intervall « = — o 
bis — 1 aufgewogen. Man kann daher die Anzahl der negativen Wurzeln 
der Gleichung / (x) = 0, soweit sie in dem Intervall = — o bis — 1 
liegen, durch das Verhalten der Vorzeichen von f(z), f’ (x), 7; bestimmen. 

Ce co (2 Zeichenwechsel), 
x=—1:+ + — (4 Zeichenwechsel). 


Zwischen diesen Grenzen liegt daher eine und nur eine negative 
Wurzel. In dem Intervall — 4 bis 0 hat 7’ (~) nur negative Werte. Denn 
hier tiberwiegt — 371 a® iiber 273 2 und zugleich 624. tiber 325 2*. Die 
Funktion f (w) kann daher von x = —14 bis 2 = 0 nur abnehmen, und 
da sie ihr Zeichen wechselt, so hat sie in diesem Intervall eine und nur 
eine negative Wurzel. Im ganzen hat die Gleichung also zwei negative 
und eine positive Wurzel, ferner zwei Paare konjugierter Wurzeln mit 
negativem reellen Teil und drei Paare konjugierter Wurzeln mit 
positivem reellen Teil. 
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